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Zusammenfassung

Motivation

Die Allgemeine Relativitétstheorie ist bis heute eine sehr erfolgreiche makroskopische
Theorie der Gravitation:

Einstein’s theory lives on, as the macroscopic theory of gravitation. It
would be awfully nice, if it were microscopic too. But it isn’t. Newton
successfully wrote apple = moon, but you cannot write apple = neutron.

J. L. Synge

Wie das Zitat andeutet, ist es aber bisher nicht gelungen, die Einsteinsche Gravita-
tionstheorie zu quantisieren. Aus diesem Grunde versucht man, alternative Gravita-
tionstheorien zu formulieren, die eine einfachere Struktur aufweisen, z. B. sollen nur
Felder und ihre ersten Ableitungen, die Feldstéirken, in der die Natur beschreibenden
Lagrangedichte auftreten. Auflerdem erlaubt man, z.B. in sogenannten metrisch-
affinen Gravitationstheorien, hohere Eichsymmetrien als in der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie (ART), vgl. [He95, GrHe96]. Eine der ART #dquivalente Theorie tritt
dann nach einer Symmetriebrechung als niederenergetischer Grenzfall auf. Im Rah-
men metrisch-affiner Gravitationstheorien sind dies u. a. die teleparallelen Theorien,
mit denen sich diese Arbeit beschéftigt.

Teleparallele Formulierungen einer Gravitationstheorie haben auflerdem den Vorteil,
dafl die Eichpotentiale der Translationen und deren Feldstérke, die Torsion, explizit
auftreten. Diese Eigenschaft betont die Aussage des folgenden Zitats:

[ ... ] gravity is that field, which corresponds to a gauge invariance with
respect to displacement transformations.
R.P. Feynman

Bisher ist es aber nicht gelungen, eine solche Eichtheorie zu quantisieren. Eine Ur-
sache dafiir liegt auch darin begriindet, dafl Mannigfaltigkeiten mit Gravitation nur
lokal fiir einen Beobachter wie eine flache Minkowski-Raumzeit ,,aussehen*. In einer
Quantentheorie treten aber ausgedehnte Wellenfunktionen auf. Aus diesem Grunde
versucht man u. a. alternative Theorien zu formulieren, die ein lokales Prinzip zu ei-
nem globalen erweitern oder die gravitative Felder teilweise als effektive Felder auf
einem Minkowski-Hintergrund zu verstehen versuchen, vgl. [Na96, Ro73, Ro74].
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Einleitender Uberblick und Einteilung

In dieser Arbeit stellen wir im Kapitel 1 zunéchst die geometrischen Objekte vor,
die in einer Gravitationstheorie auftreten. Neben der Definition in unterschiedlichen
Notationen, die je nach Aufgabenstellung verschieden gut geeignet sind, zeigen wir
Abbildungen, die die geometrischen Objekte niherungsweise veranschaulichen. Dar-
aufhin beschreiben wir, wie Translationen, Drehungen und allgemeine lineare Trans-
formationen als Eichpotentiale auftreten. Der Beschreibung der Wechselwirkungen
der anderen fundamentalen Naturkrifte angepafit, benutzen wir quadratische Lag-
rangians zur Untersuchung metrisch-affiner Gravitationstheorien.

In Kapitel 2 untersuchen wir allgemeine teleparallele Gravitationstheorien mit qua-
dratischem Lagrangian. Wir berechnen die Feldgleichungen in allgemeiner Form und
konkret fiir den allgemeinen quadratischen Lagrangian. Wir leiten dann die allgemei-
nen Noether-Identitdten her und vergewissern uns, dafi die konkreten kanonischen
und metrischen Energie-Impulse und der Eichfeld-Impuls diese Identitéiten tatséchlich
erfiillen. Wir untersuchen spezielle sogenannte Konnexionen und zeichnen die tele-
parallele Theorie aus, die dquivalent zur Einsteinschen Gravitationstheorie ist. Fiir
diese spezielle Theorie betrachten wir verschiedene mogliche Konnexionen und die
daraus resultierenden Torsionen zweier bekannter Losungen [Bae80, Bae88|.

Im abschliefenden Kapitel 3 beleuchten wir alternative Theorien etwas ndher. Die
Theorie von Kaniel und Itin [Ka97] erreicht durch eingeschrinkte Variation eines
teleparallelen Lagrangians eine Feldgleichung, die die Rosen-Yilmaz-Metrik (3.1) als
Losung besitzt. Diese erfiillt eine Art globales Aquivalenzprinzip. Aufierdem versu-
chen wir die bi-metrische Theorie von Rosen [Ro73, Ro74] in eine teleparallele Version
umzuformulieren.

Die Anhénge A und B enthalten mathematische Grundlagen zur Differentialgeometrie
bzw. zum dufleren Kalkiil reellwertiger Differentialformen. Der Beweis einer wichtigen
Formel iiber die Variation einer Hodge-dualen Form befindet sich in Anhang C. In An-
hang D sind die von uns in dieser Arbeit verwendeten Computeralgebra-Programme
abgedruckt.

Notation

In dieser Arbeit folgen wir meist der Notation und den Konventionen von [He95]. An
einigen Stellen wechseln wir — je nach Art des Problems — auch zur Index-Notation
des Ricci-Kalkiils oder zu einer koordinatenunabhéngigen, die Geometrie betonenden
Notation. Alle drei Notationen stellen wir kurz in Abschnitt 1.1.1 gegeniiber. Wichtige
Regeln in der [He95]-Notation sind im Anhang B zusammengestellt.

Einige Konventionen aus [He95] fassen wir hier nochmals zusammen:
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Indizes

Fiir anholonome Indizes verwenden wir Buchstaben vom Anfang des griechischen
Alphabets, also a, 3, 7, ..., die wir im vierdimensionalen Fall (z. B. fiir die Raum-
zeit) von 0 bis 3 durchzihlen. Holonome Indizes werden durch Buchstaben aus der
Mitte des lateinischen Alphabets, also i, j, k, ..., gekennzeichnet; sie stehen bei
vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten fiir die Numerierung 0 bis 3.

Es gilt die Summenkonvention, d.h. wenn ein oberer und ein unterer Index gleich
bezeichnet sind, so wird iiber diese sogenannten toten Indizes summiert. Fiir tote
Indizes verwenden wir Buchstaben sowohl aus dem Anfang als auch aus der Mitte
des griechischen Alphabets.

Eckige Klammern A_,3)... kennzeichnen eine Antisymmetrisierung der eingeschlosse-

nen Indizes, entsprechend stehen runde Klammern A ... fiir eine Symmetrisierung

dieser Indizes. Sollen Indizes von der Symmetrisierung oder Antisymmetrisierung
ausgeschlossen werden, wird dies durch zwei senkrechte Striche kenntlich gemacht:

A faly...8..
Symbole

Wir verwenden das Symbol :=, wenn wir den Ausdruck auf der Seite des Doppel-
punkts durch die Gleichung definieren wollen.

Wenn eine i.a. ortsabhéngige Grofle gleich einem konstanten festen Wert ist, so
driicken wir dies durch das Zeichen = aus, z.B. f(z) = 1.

Wenn eine Gleichung nur beziiglich vorher fest gewihlter Basisfelder oder Tetraden
giiltig ist, so kennzeichnen wir diese ,,Gleichheit beziiglich bestimmter Basisfelder*
durch das Symbol =.

Lokale Minkowski-Metrik

Als lokale Minkowski-Metrik treffen wir die Wahl

+1 0 O 0
0 -1 0 0 .
%= 0o o -1 ol diag(+1,—-1,—1,-1) .

Der Index (vgl. Anhang B.5) der Metriken fiir die vierdimensionalen Raumzeitman-
nigfaltigkeiten betrégt bei uns also 3.

Einheiten

Die fundamentalen Naturkonstanten Lichtgeschwindigkeit ¢, Newtonsche Gravita-
tionskonstante G und Plancksches Wirkungsquantum A kann man so kombinieren,
dal man Groflen der Dimension Energie, Masse, Zeit und Lénge erhélt, die soge-
nannte Planck-Energie, die Planck-Masse, die Planck-Zeit und die Planck-Lange. In



Zusammenfassung

SI-Einheiten ergibt sich fiir die Planck-GroBen':

hed 9 28
Epjanck = el 1,96 -10"J =1,22- 10 eV,
he
MPlanck = E = 2178 ng,
| hG
tPlanck = = = 5,4 . 10_44 S,

65
[hG
Iplanck = == 1,6-107%m .

Indem man eine oder zwei der Naturkonstanten gleich Eins setzt, erhélt man einfache-
re, wenn auch physikalisch weniger intuitive Einheitensysteme, z. B. die geometrischen
Einheiten und die natiirlichen Einheiten.

Bei den geometrischen Einheiten wird ¢ = 1 und G = 1 gesetzt [ON83]. Man erhilt
dann folgenden Zusammenhang zwischen den Dimensionen:

[Zeit] = [Lénge]
EPlanck = MPlanck = IPlanck = lPlanck = \/ﬁ .

[Energie] = [Masse]

Hingegen wird fiir die sogenannten natiirlichen bzw. fundamentalen Finheiten ¢ = 1
und A =1 gesetzt. Fiir den Zusammenhang zwischen den Dimensionen ergibt sich
hier:

[Energie] = [Masse] = [Zeit]"! = [Linge]™!

Eplanck = Mplanck = tgllanck = lgllanck = 1/\/5 .

"Wenn man anstelle der Newtonschen Gravitationskonstante G die Einsteinsche Gravitationskon-
stante k = i—Z{G zum Kombinieren der Naturkonstanten verwendet, erh&lt man Plancksche

GroBen, deren Werte um Faktoren V87/.2 bzw. 02/«/87r von den oben Genannten abweichen.
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1. Allgemeiner Rahmen: Metrisch-affine
Eichtheorien der Gravitation

In diesem Kapitel fithren wir die allgemeinen Grundlagen ein, die fiir die Betrachtung
der teleparallelen Theorien und deren Vergleich bené6tigt werden.

Nach einer Vorstellung der unterschiedlichen Notationsméoglichkeiten gehen wir auf
die geometrischen Objekte ein, die fiir Gravitationstheorien wesentlich sind. Darauf-
hin beschreiben wir die Eichprozedur fiir Eichtheorien der Gravitation genauer. Zum
Schluf} des Kapitels fithren wir mit diesen Grundlagen die metrisch-affine Gravitati-
onstheorie (MAG) und die Poincaré-Eichtheorie der Gravitation (PQG) ein.

1.1. Grundlegende Begriffe

1.1.1. Koordinaten, physikalische Objekte und Notationen

Bei der Beschreibung der Natur gehen wir davon aus, dafl Naturphdnomene durch
universelle Objekte beschrieben werden konnen, die auf der vierdimensionalen Raum-
zeit definiert sind. Auswirkungen dieser Objekte auf unsere Wahrnehmung stellen sich
aber nur iiber deren Messungen ein. Messungen konnen wir aber meist erst nach Fest-
legung eines Koordinatensystems durchfiithren (Ausnahme sind skalare Grofien). Die
universelle Eigenschaft der Objekte spiegelt sich nun darin wider, daf§ wir davon aus-
gehen, zwischen Messungen in verschiedenen Koordinatensystemen durch Koordina-
tentransformationen wechseln zu kénnen. Diese Grundannahmen werden mathema-
tisch durch eine vierdimensionale C*°-Mannigfaltigkeit M und einem Atlas bzw. dem
zugehorigen Tangentialbiindel 7'M und den Basisvektorfeldern modelliert, vgl. mit
den Anhéngen A.2, A.3 und B.2 auf den Seiten 69, 70 und 77.

In der mathematischen Beschreibung der Natur kann man nun einerseits die Koor-
dinatenunabhéngigkeit der Objekte betonen, andererseits durch eine Beschreibung
der Komponenten beziiglich Koordinatensystemen die Seite der Messungen hervor-
heben oder drittens einen pragmatischen Mittelweg gehen. Dies fithrt zu folgenden
drei Notationsmoglichkeiten:

¢ Ricci-Kalkiil (Tensoranalysis): Dies ist ein Kalkiil, der in Komponenten
beziiglich Koordinatensystemen rechnet. Dieser Kalkiil gibt bei mefibaren Gro-



1.1.

Grundlegende Begriffe

Ben also direkt die Werte an, die man bei Messungen erhilt, die im fiir die
Berechnung gewihlten Koordinatensystem durchgefiithrt werden.

Da man in dieser Notation in Komponenten rechnet, tragen alle betrachteten
Groflen viele Indizes mit sich. Fiir unterschiedliche Koordinatenwahlen mufl
man die entsprechenden Koordinatentransformationen durchfiihren. In dieser
Notation kann man also realitdtsnahe, konkrete Rechnungen durchfiihren, ins-
besondere, wenn man angepafite einfache Koordinatensysteme auswéhlen kann.
Hingegen verliert man eher den Uberblick iiber globale Eigenschaften der geo-
metrischen Objekte.

Im Ricci-Kalkiil kann man natiirlich sowohl holonome als auch anholonome
Basisfelder (vgl. Anhang B.2) wihlen. Es zeigt sich aber, dafl hier holonome
Koordinaten meist eine einfachere Koordinatenwahl sind, denn: Alle Vektoren
aus dem Tangentialraum der Mannigfaltigkeit v € TM wirken als Differen-
tiale; wir konnen aber nur die Wirkung der holonomen Vektorfelder 9; (und
reelle Vielfache davon) direkt angeben. So kennen wir 0;f mit f € C*(M);
den Wert e, (f) aber nur iiber die Entwicklung in die holonome Basis nach
Gleichung (B.3): eq(f) = %0 0 f.

Der invariante Kalkiil ist ab Mitte dieses Jahrhunderts von verschiedenen
Differentialgeometern entwickelt worden. Diese koordinatenunabhéingige Nota-
tion betont die zu beschreibenden Groflen als invariante Objekte auf der Man-
nigfaltigkeit. Dieser Kalkiil findet also insbesondere dann Anwendung, wenn
die geometrische Anschauung der betrachteten Objekte im Vordergrund steht,
wie z. B. in Differentialgeometrie-Vorlesungen [Re92] oder bei Beweisen, die die
Existenz spezieller, der Anschauung entstammender Vektorbasisfelder zeigen
[Ha95].

Da die Objekte koordinatenunabhéngig sind, ist diese Notationsform vollkom-
men indexfrei. Meist kénnen die Objekte als vektorbiindelwertige alternierende
Differentialformen betrachtet werden, wobei als Vektorbiindel z.B. das Tan-
gentialbiindel V' = T'M oder auch Funktionenrdume wie V' = End(TM,TM)
auftauchen (vgl. auch Anhang A.3 und A.4 ab S. 70).

Die Regeln aus Anhang B lassen sich zwar prinzipiell auf solche vektorbiindel-
wertige alternierende Differentialformen erweitern, aber nicht direkt anwenden.
Insbesondere miifite man bei einer solchen Erweiterung z. B. das duflere Pro-
dukt A (vgl. Anhang B.3) erst abstrakt mit der jeweiligen abstrakten Multipli-
kation auf dem Vektorbiindel, z. B. mit der Lie-Klammer auf V' = T'M oder der
Komposition von Abbildungen auf V' = End(T'M,T M), geeignet verbinden.

Cartan-Kalkiil (dulerer Differentialkalkiil): In zahlreichen Verdffentli-
chungen, so auch in [He95], wird aufgrund der genannten Vor- und Nachteile
der bisherigen Notationen hiufig ein Mittelweg gewéihlt: Die vektorbiindelwer-
tigen Anteile der Objekte werden in Komponenten berechnet, der verbleibende
Anteil 148t sich mittels reellwertiger alternierender Differentialformen beschrei-
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ben. Die Theorie und die wesentlichen Aussagen iiber reellwertige alternierende
Differentialformen stammen von E. Cartan aus der Zeit um 1920.

Der Nachteil aus dem Ricci-Kalkiil entfdllt hierdurch, denn die duflere Ablei-
tung d aus Anhang B.7 ist koordinatenunabhéngig anwendbar, so daf§ die holo-
nomen Koordinaten ihre ausgezeichnete Position verlieren. Und auch der Nach-
teil vektorbiindelwertiger Differentialformen, abstrakt Multiplikationen in den
Vektorrdumen durchfithren zu miissen, ist durch konkrete Berechnungen der
Komponenten und die gewohnliche reelle Multiplikation dieser Komponenten
ersetzt. Diese Vorteile entstehen nicht ohne Kosten, denn nun mufl man zusétz-
liche konkrete Objekte, die von den Basisfeldern abhéngen, wie die Anholono-
mieform Co57 e, = —[eq, eg], anstelle der abstrakten Multiplikation einfiithren.

Natiirlich verwenden wir jeweils die Notation, die dem jeweiligen Ziel am besten
angepaft ist.

1.1.2. Geometrische GroBen

Hier stellen wir verschiedene universelle Gréfien vor, die fiir Gravitationstheorien un-
erldlich sind. Andere einfithrende Darstellungen findet man z.B. in [He94, He95,
MTW73, ON83, Do090]. Zugleich versuchen wir in den Abbildungen auf den Sei-
ten 20 ff. die Wirkung dieser Grofien zu veranschaulichen, vgl. mit [GrHe96] fiir die
Torsion und [Do90] fiir die Kriimmung. Da die einzufithrenden Grofien auf Ableitun-
gen aufbauen, die iiber infinitesimale Grenzprozesse definiert sind, mufl man sich im
klaren dariiber sein, dal die anschaulichen Bilder und Vorstellungen nur naherungs-
weise den exakten Definitionen entsprechen. Insbesondere kénnen in den Abbildungen
keine infinitesimal benachbarten Punkte verwendet werden, vgl. auch die Hinweise
zu den Bildern auf Seite 20.

Basisfelder und Vektorfelder

Fiir die Notationen im Ricci- und Cartan-Kalkiil miissen wir Koordinatensysteme
auswahlen. Dies geschieht {iber die Auswahl von Basisvektorfeldern e, und den zu-
gehorigen Kobasisfeldern 9%. Siehe hierzu die Anhéinge A.3 und B.2 auf Seite 70
bzw. 77.

Auf der Mannigfaltigkeit M seien nun Vektorfelder u und v gegeben. In verschiedenen
Punkten p und ¢ liegen also jeweils zwei Vektoren u, und v, bzw. u, und v, an. Sie
wirken iiber die Gleichung (A.5) als Erzeugende von Differentialoperatoren, die auf
Abbildungen f der Mannigfaltigkeit wirken. Anstelle des Werts T}, f(w,) schreiben
wir auch héufig direkt w,, f.

Da die Abbildung 7'f(w) bzw. wf auf M ein Vektorfeld in das Tangentialbiindel der
Zielmannigfaltigkeit NV von f ist, kann man eine zweite Ableitung nicht einfach defi-
nieren, denn man benétigt dazu den Tangentialraum des Tangentialbiindels T, TN,
weil sowohl die Anderung von w als auch von f betrachtet werden mufl. Wenn man
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das Vektorfeld w beziiglich holonomer Basisfelder durch w = w'9; in Abbildungen
auf M und in Basisfelder in T'M aufspaltet, kann man die Wirkung eines zweiten
Vektorfeldes v = v79; in

vw(f) =wv'0;0;f +v' (w’) 9; f (1.1)

aufspalten. Es ergibt sich also ein Vektorfeld-Anteil und ein Anteil mit zweiten Ablei-
tungen der Abbildung. In Zeichnung 1.1 auf Seite 20, in der nur Vektorfelder darge-
stellt werden kénnen, haben wir den Vektorfeld-Anteil dieser Differentiationswirkung
veranschaulicht.

Kovariante Ableitung und Konnexion

In der Situation, in der zwei Vektorfelder v und v gegeben sind, legen wir nun fest,
wann wir zwei Vektoren w, und up”v als parallel in Richtung des Vektors v, be-
zeichnen. Dazu miissen wir eine neue Struktur, die sogenannte kovariante Ableitung,
einfiihren.

Wir gehen dazu folgendermaflen vor: Wir nehmen eine Kurve o € 1, M mit v, = &(t),
vgl. Anhang A.3 (Seite 70). Im infinitesimal benachbarten Punkt ¢ := a(t + At)
wéahlen wir den parallelen Vektor up”v € T,M aus. Wir kénnen diesen Vektor nun
mit dem Vektor u, € T,M, der durch das Vektorfeld u gegeben ist, vergleichen.
Den Differenzvektor zwischen u, und dem parallelen Vektor, dividiert durch At,
bezeichnen wir nach dem Grenziibergang At — 0 als kovariante Ableitung V,u des
Vektorfeldes u entlang des Richtungsvektorfeldes v. Die kovariante Ableitung ist also
die Operation
V:TM xTM — TM |,

—

. Ug(tAt) — Up ’a(tJrAt)

s — V =1 A ’
(v, u) o= lim ;

(1.2)

wobei wir am parallel verschobenen Vektor up”U notiert haben, dal er am Punkt
g = at + At) anliegt. Die kovariante Ableitung ist in Abbildung 1.3 auf Seite 21
veranschaulicht.

Damit diese kovariante Ableitung sinnvolle Parallelfelder festlegt, fordern wir, daf3
sie die folgenden sogenannten Koszul-Aziome erfiillt (hierbei sei f eine beliebig oft
differenzierbare Abbildung):

Im ersten Argument C*°(M)-Linearitét: V¢4 fous = fiVu, + foVu, . (1.3a)

Vu(v1 +v2) = Vyui + Vyug (1.3b)
Vul(fv) =u(f)v+ fVyv. (1.3¢)

Um diese kovariante Ableitung im Ricci- und Cartan-Kalkiil auszudriicken, beginnen
wir damit, die Vektorfelder nach den Basisfeldern zu entwickeln:

vuv - vuaea (vﬁeﬁ) (1.3a):7(1.3C) uaeia (aiv’y) 6«/ + uavBVGaeﬁ :
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Hierbei ist V., eg nun ein Objekt, das in Abhéngigkeit von Basisfeldern ausgedriickt
ist. Wir fithren ein anderes Symbol fiir diesen Komponentenausdruck ein

I'opey = Ve, €3 (Ricci-Kalkiil) (1.4a)

beziehungsweise, da die kovariante Ableitung V im ersten Argument linear ist, als
1-Form

I's7(u) ey := Vyeg (Cartan-Kalkiil) (1.4b)

und nennen diese I'y3” und I'g" (lineare) Konnexion. Man beachte, daf die Konne-
xion sich in den Basisfeld-abhéngigen Indizes nicht wie ein Tensorfeld verhlt.

Mit dieser Abkiirzung kénnen wir nun die kovariante Ableitung in den anderen No-
tationen ausrechnen:
Vv = (uaeia (7)) + uo‘vﬁfaﬁ) ey = (uJ dv” +u|T'g7 A vﬁ> ey .
Im Ricci-Kalkiil schreiben wir somit
VoY = OpvY + Fk/g'yvﬁ (1.5a)
und im Cartan-Kalkiil

DvY = dv” + T3 AP . (1.5b)

Die kovariante Ableitung wirkt bisher nur auf Vektorfelder. Wir fordern nun, dafl die
kovariante Ableitung von Abbildungen gleich der gewthnlichen Ableitung ist. Durch
die Festlegung der Wirkung auf Vektorfelder und Funktionen ist eine Ableitung, die
Objekte wieder auf Objekte gleicher Art abbildet (also insbesondere den Grad von
p-Formen unverdndert 1#8t) und die die gerade Leibnizregel erfiillt, bereits auch in
der Wirkung auf alle Tensorfelder (insbesondere also in der Wirkung auf A(T'M))
bestimmt.

BEWEIS: Seien zwei Ableitungen D; und D> gegeben, die die Art von Objekten
unverdndert lassen. Weiterhin sollen sie die gerade Leibnizregel erfiillen und ihre
Wirkungen auf Vektorfelder und Funktionen iibereinstimmen. Fiir Funktionen f und
Vektorfelder v verschwindet also die Differenz D — Ds:

(Dl — Dg)f =0 und (Dl — DQ)U =0.

Da jeder beliebige Tensor 7 in Funktionen, Vektorfelder und 1-Formen entwickelt
werden kann,

T =T 5 € @ Deq, @I @ @9
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bleibt nur noch zu zeigen, dafl die Wirkung von D; — Dy auf 1-Formen ebenfalls
verschwindet. Sei also w eine 1-Form. Wir benutzen die Bilinearitét (B.7a) des inneren
Produkts und die gerade Leibnizregel fiir D1 — Dy und erhalten so

ist Funktion
0= (D1 = Dy) (u]w) = ((D1 = D2)u) |w+u]((D1 = Do)w) = (D1 = Da)w (u)

= 0, da u Vektorfeld

fiir beliebige Vektorfelder w. n

Aufgrund dieses Beweises kénnen wir nun die kovariante Ableitung auf p-Formen
in Richtung des Vektorfeldes v erweitern, indem wir

p

(Vo) (ur ... up) ==V (P(ur ... up)) — Zq/; (ut, ..oy Vylly, ..., up) (1.6a)

i=1

definieren. Eine analoge Definition ist ganz allgemein fiir alle Ableitungen moglich,
die die Art der Objekte unverdndert lassen und die gerade Leibnizregel erfiillen.

Im Ricci- und Cartan-Kalkiil erhélt man schliellich die kovariante Ableitung von Ten-
sorfeldern bzw. beliebiger tensorwertiger alternierender Formen (hier in der Cartan-
Schreibweise angegeben, so da 71+“g g fiir eine beliebige reellwertige p-Form
stehen kann):

DT % g, g, = dT g, g+ TS NTHOE kg gge e A DS NT O g,
- Pﬁlu N Tmmakuﬁmﬂz - Fﬁl” A Talmakﬁlnﬂsz . (1'6b)

Torsion und Anholonomieobjekt

In flachen Mannigfaltigkeiten spannen zwei Vektoren ein geschlossenes Parallelo-
gramm auf. Dazu betrachtet man die beiden Vektoren und jeweils die Parallelverschie-
bung eines Vektors entlang des anderen. Bei allgemeinen Mannigfaltigkeiten mufl das
(infinitesimale) Parallelogramm nicht mehr geschlossen sein. Die Torsion definieren
wir nun durch

T(u,v) := Vyuv — Vyu — [u,v], (1.7)

wobei mit [ , | die Lie-Klammer aus Anhang A.3 bezeichnet ist. Aus dieser geometri-
schen Definition kénnen wir leicht ablesen, dal die Torsion den SchlieSungsfehler des
(infinitesimalen) Parallelogramms mifit. Diese Tatsache haben wir in Abbildung 1.4
auf Seite 22 nochmals veranschaulicht.

Um die Ausdriicke in den anderen Notationen zu bestimmen, setzen wir die Basisfel-
der in die Torsion ein:

T(easep)ey = Ve es — Vesea — [earep] = Tagley — Tga’ey — [ea,ep] -
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Auch hier ist [eq, eg] ein Objekt, das in Abhéngigkeit von Basisfeldern ausgedriickt
ist. Wir kiirzen nun diesen Komponentenausdruck [eq, eg] durch

Cag” ey 1= —lea, €3] (1.8)

ab und nennen diese Grofle Anholonomieobjekt, vgl. auch Abbildung 1.2 auf Seite 21.
In den Basisfeld-abhingigen Indizes verhilt sich das Anholonomieobjekt nicht wie
ein Tensorfeld. Mit der Definition (A.7) der Lie-Klammer kénnen wir nun Ausdriicke
fiir das Anholonomieobjekt in den anderen Notationen bestimmen, indem wir nach
einem holonomen Basisfeld entwickeln:

—Cop” ey dof lea,eg] = ealeg) — epleq) = €'a 0; (€7 50;) — €305 (€'a ;)

0;0; = 0;0; . . . . . . .
=70 (0i675) 05 — €3 (05¢"a) 0 = o (0i€”) €7y — €/ 3 (05¢"a) €7ey
= —ei aejg (&eﬂ) €y + ejg 6ia (8]‘6,'7) €y (da 82 (ejgeﬂ) = 815g = 0)
= 2¢',, ej/@ 8[]-6117 [

(1.9)

Man kann an dem eben errechneten Ausdruck fiir das Anholonomieobjekt im Ricci-
Kalkiil erkennen, dafl im Cartan-Kalkiil das Anholonomieobjekt als 2-Form geschrie-
ben werden kann. Es ergibt sich ndamlich

C" =dv7,
denn es gilt
. A 1 o
Ay’ =d (ejo‘ dxj) = Oe;)’ dx' Nda? = 3 20pe57€’ 0 € g I A v’

= %caﬁwa AP =CT.

Somit erhalten wir fiir die Torsion in der Ricci-Notation
Tija = 28[1-6]-]“ + QFM,YOCGU]'Y (1.10a)
und im Cartan-Kalkiil ergibt sich

T := di* + T3> A9° = D™ | (1.10D)

Wenn man nun in einer Situation eine Kobasis ¥%, eine Tangentialbiindel-wertige 2-
Form und eine Konnexion I'g3* unabhiingig vorgibt, so kann man die 2-Form nur
dann konsistent als Torsion 7T'“ verstehen, wenn die Definitionsgleichung (1.10b)
erfiillt ist. Wenn das Hauptaugenmerk auf diesem Gesichtspunkt liegt, so nennt man
Gleichung (1.10b) (und die entsprechenden Gleichungen in den anderen Notationen)
hdufig auch 1. Cartansche Strukturgleichung.
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Kriimmung

Eine weitere geometrische Grofle, die wir aus den bisherigen berechnen konnen, ist
die Krimmung. Sie ist definiert als

R(u, v)w =V, Vyw — Vo, Vyw — Vi, yw (1.11)

Da hier zweite kovariante Ableitungen auftreten, ist die anschauliche Bedeutung der
Kriimmung aus der Definition nicht so einfach ablesbar. Sie besteht darin, daf} sie die
Wegabhdngigkeit der Parallelverschiebungen in einfach zusammenhéngenden Mannig-
faltigkeiten angibt. Der Vektor R(u,v)w|, ist ndmlich der Differenzvektor zwischen
dem zunéchst in Richtung v, dann in Richtung w parallel verschobenen Vektor wy,
also wp”v”u, und dem zunéchst in Richtung u, dann in Richtung v parallel verschobe-
nen Vektor w,, also w,l“l” unter Beachtung des SchlieBungsfehlers dieser Vektorfel-
der v und v, der durch das Anholonomieobjekt beschrieben ist, vgl. Abbildung 1.2.
In Abbildung 1.5 auf Seite 22 haben wir diese Vorstellung fiir den Fall [u,v] = 0
veranschaulicht und iiberpriifen unsere Beschreibung fiir diesen Fall nun auch mit
einer kleinen Rechnung: Sei (a,t1) € KM mit u, = &(t1) und (5,t2) € KpM mit
v, = ((t2), vgl. Abschnitt A.3 (Seite 70) und 7 := a(t; + Aty), s := B(ta + Aty).
Weiterhin sei (a,t1) € KsM mit u, = a(t1) und (3,t5) € K, M mit v, = ((t3) und
q := a(ty + Aty) = B(t2 + Ata). Mit diesen Bezeichnungen und der Definitionsglei-
chung (1.2) der kovarianten Ableitung kénnen wir nun schreiben:

vp ||us up ||vp
i wpll I |q_pr Il ly
At1—0 AtlAtQ
Ato—0
e T N S vl S [l [ ur s _
—limwp lg —ws' g (er lg wq) Wp |q+wrH |q+(ws lg wq)
ﬁtlﬂo AtlAtQ
to—0

N
. 1 . - (ws - pr ! |S) lq
— lim - [ 1
Al <At1 (Aé“io At + Vol

~ (. — w1 )

. . (wr Wp ’r) |q

— 1 — | 1 \%
AtIQIEO Atg Atllnlo Atl + uw|s

_ [P _ VP
— lim Vowly = (Vyw) ]T_ lim Vauwls — (Vyw)' s

At1—0 Atl Atog—0 Atz

= V.Vywl|, — Vi, Vyulp [u2]=0 Ry(u,v)w .

Wenn man alternativ den Vektor w, := pru”u als gegeben betrachtet, vgl. Abbil-
dung 1.5, so kann man die Kriimmung auch als Drehung interpretieren, um die man
einen Vektor, der entlang eines infinitesimalen, geschlossenen Weges parallelverscho-
ben wurde, zuriickdrehen muf}, um wieder den Ausgangsvektor w, zu erhalten.

Wir skizzieren nun kurz, wie man die Ausdriicke in den anderen Notationen erhélt.
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In der Cartan-Notation ist die Kriimmung eine 2-Form:

1
R.Pes = §R,Wﬁeﬁ N

def, (1. 1
¢ g 4a) 5 (V%Fmaeg — Ve, I'uaes — V(_Cwaed)ea) 9 A 9Y

(1.3a), (1.3¢)

(e[ul—‘y]aﬁeﬁ + FMUﬁFMaJ 65) AP + (dﬁa) Faaﬁeﬁ
=d (Fmﬁz?”> eg+ o7 ATo"ep .

Somit ergibt sich fiir die Cartan-Notation:
R, :=,DU,P“=dr,’ +T.P AT, . (1.12a)

Auch hier kann man die Kriimmung und die Konnexion unabhéngig vorgeben. Zur
Konsistenzpriifung dieser Vorgaben mufl man die Giiltigkeit von (1.12a) testen. Un-
ter diesem Gesichtspunkt wird (1.12a) (und die entsprechenden Gleichungen in den
anderen Notationen) hiufig 2. Cartansche Strukturgleichung genannt.

Abschlieflend noch die Kriimmung in Ricci-Notation:

Rijo” ‘:2<a[ira‘]aﬁ + T, chﬂ) : (1.12b)

Metrik

Auf der vierdimensionalen Raumzeitmannigfaltigkeit kann eine Metrik ¢ definiert
sein, deren Index 3 sein muf} (zur Definition des Metrik-Begriffs und des Index einer
Metrik siehe Anhang B.5 auf Seite 79). Mit Hilfe der Metrikkomponeten g,g und den
inversen Komponenten ¢®? kinnen wir Indizes senken bzw. heben, z. B.: 04 := gagﬁﬂ .

Ist a priori keine Metrik vorgegeben, so definieren wir die orthogonale Metrik
g =003 0" @09° (1.13)

mit o, = diag(+1, -1, —1, —1). Die Festlegung dieser Metrik erméoglicht das Heben
und Senken von Indizes auch in einem solchen Fall.

Nichtmetrizitat

Die Nichtmetrizitit definieren wir hier nur in der Cartan-Notation, da diese Grofie
keine grofle Bedeutung in dieser Arbeit einnimmt.

Die Nichtmetrizitit Qg ist als das Negative der kovarianten Ableitung der Metrik
definiert und daher symmetrisch und eine 1-Form:

Qaﬁ = —Dgaﬁ = —dgag + Fa“gug + Fg“gau . (1.14)

Wenn die Konnexion, die Nichtmetrizitdt und die Metrik unabhéingig vorgegeben
sind, so dient diese Definitionsgleichung zur Konsistenzpriifung; sie wird dann 0. Car-
tansche Strukturgleichung genannt.
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Falls eine Mannigfaltigkeit mit einer Konnexion und einer Metrik versehen ist, bei
denen die Nichtmetrizitéit nicht verschwindet, so vertauscht das Heben und Senken
von Indizes nicht mit der kovarianten Ableitung: Sei z. B. w? eine Tangentialbiindel-
wertige Grofe, so gilt:

Dw, = D(gaﬁwﬁ) = —Qaﬁwﬁ + gap DB + gaﬁDﬁﬁ :

Bei verschwindender Nichtmetrizitit sagt man daher: ,Die Konnexion [in der kova-
rianten Ableitung] ist metrik-kompatibel.“ Da aber zur Bestimmung der Nichtmetri-
zitdt bereits beide Groflen, die Metrik und die Konnexion, vorgegeben sein miissen,
sollte man bei verschwindender Nichtmetrizitit besser ,, Konnexion und Metrik sind
kompatibel“ sagen.

Die Definitionsgleichung (1.14) 1a8t Versuche [Me97] scheitern, zu einer Mannigfal-
tigkeit mit Konnexion und einer symmetrischen 1-Form, die als Nichtmetrizitat in-
terpretiert werden soll, ,, konnexions-kompatible“ Metriken zu konstruieren. Die Man-
nigfaltigkeiten mit diesen Metriken haben n&mlich verschwindende Nichtmetrizitét,
d.h. die 1-Form kann nicht als die Nichtmetrizitdt verstanden werden, vgl. [HM97].
Der eben zitierte Artikel ist auch in Anhang E auf Seite 107 nachlesbar.

Bianchi-ldentitaten

Wir haben iiber die Cartanschen Strukturgleichungen die Nichtmetrizitit Q.g, die
Torsion T und die Kriimmung R,” definiert. Wir interessieren uns nun fiir die kova-
rianten Ableitungen dieser Grofien. Die erhaltenen Gleichungen werden als Bianchi-
Identitdten bezeichnet.

Die 0. Bianchi-Identitdt errechnet sich folgendermafien:

(1.6b)
DQaﬁ = anﬁ - Fa’y A Q'yﬁ - F,B’Y A Qa'y

1.14
U ddgas + d(Ta"gy5) + d(T5"gar) + Ta” Adgys — Ta¥ AT-3gs5

— Fﬁ'y A FaagM + F/g’y A dgow - Pg’y N F769a5 —T7 A Pgéglgﬁ/

B.15¢), (B.15b
(B8 B P g 5+ A5 gary — Ta” AT+%g55 — 5" AT gas

= Ra’yg%@’ + Rﬁ’ygoﬂ = 2R(o¢’yg,8)'y = 2Ra,8 .
(1.15a)

Analog ergibt sich die 1. Bianchi-Identitdt:
), (1.10b)

pre T gaga L g(0s A 9%) + T, Ad9T + T, ATSY A 0P

(1.15b)
= dU* AP + T, AT AP = Rg™ AP .
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Und abschlielend die 2. Bianchi-Identitt:

Dp.8 (1:60),(1.100)

ddTo” +d(TP AT) + TP AR —ToY AR

= (dDP) AT =T, AdD,Y + TP AdT,T + 1,7 AT AT,

— T, AdDP —T AT AT =0
(1.15¢)

Wir haben die Definitionsgleichungen (Cartanschen Strukturgleichungen) und die
Bianchi-Identitéten fiir die Nichtmetrizitéit, die Torsion und die Kriimmung nochmal
in Tabelle 1.1 auf Seite 19 zusammengefafit.

Die zweite kovariante Ableitung von Tensorfeldern oder tensorwertiger alternierender
Formen ergibt sich analog zur Berechnung der Bianchi-Identitéiten mit Hilfe von
Gleichung (1.6b) ganz allgemein zu:

DDT® % g, g = Ryt NTHO g, g 4o Ry “F NT g, g,
—Rg " NT gy = = Rg NT ™ g gy - (1.16)

1.2. Die Eichprozedur

In der Darstellung der Eichprozedur fiir Gravitationstheorien stiitzen wir uns im
wesentlichen auf Frank Gronwalds Doktorarbeit [Gr96].

1.2.1. Grundlagen zur Eichung

Affine Basen

Wie in Anhang A.5 (Seite 73) angedeutet, fassen wir die Tangentialriume als affine
Réume A, M auf. Vektoren in A, M sind dann kovariant unter der vierdimensionalen
affinen Gruppe A(R*) = R* & GL(R*), wobei GL(R*) die Menge aller vierdimen-
sionalen invertierbaren linearen Abbildungen bezeichnet.

Wir wéhlen nun affine Basen (g, e,) auf A,M, so dafl jeder Vektor v € A,M als
v = ¢ + v¥e, dargestellt werden kann. Je zwei Basen (g,e,) und (g,€g) konnen
mittels einer affinen Abbildung (7%, Ag®) € A(R) ineinander tiberfithrt werden:

(T A% a o
(¢, a) ——2 (§,¢5) = (¢ + ™€a, Ag®ea) (1.17)

Insbesondere ist kein Punkt ¢ € A,M ausgezeichnet, da in affinen Rdumen a priori
kein Ursprung festgelegt ist.

11
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Eichprinzip

Allgemein startet man bei einer Eichtheorie mit einem Raum, der eine globale Symme-
trie zeigt, d. h. der die Physik beschreibende Lagrangian (vgl. Abschnitt 2.2.2) ist in-
variant unter einer Transformation mit konstanten vom Raumzeit-Punkt unabhéngi-
gen Parametern. Zum Beispiel ist die Wellenfunktion ¥(z) eines geladenen Teilchen
unter der Transformation W(x) — €% ¥(x) invariant, da die Phase eines Teilchens
keine physikalische Bedeutung hat. Die Ableitung der Wellenfunktion dW¥ transfor-
miert sich hierbei analog zur urspriinglichen Wellenfunktion: dW¥(x) — e d¥(z).

Fiir die Eichprozedur verlangt man, dal der Raum die Symmetrie auch lokal erfiillt.
Lokale Invarianz bedeutet, dafl wir nun zulassen, dafl die Parameter der Transfor-
mation vom Raumzeit-Punkt abhéingen: W(x) — ¢=(*) (z). Messungen der Ablei-
tung dV¥ an zwei verschiedenen Punkten ergeben jetzt nicht nur Unterschiede durch
die physikalische Anderung d¥(z1) gegeniiber d¥(z2), sondern auch durch die Ande-
rungen der Bezugssysteme zur Messung der Phase, die durch de(z) und de(z2) ge-
geben sind:

AU (z) — iqde(x)e® U(z) + @) g (z) .

Als Ausgleich fithrt man daher ein FEichpotential A(z) ein, dafi die Abhéngigkeit
von der Anderung der Bezugssysteme ausgleicht. Dies wird erreicht, indem sich das
Potential geméfl

A(x) — A(z) + de(x) (1.18)

transformiert. Wenn man im Lagrangian die Ableitung d durch die beziiglich der
Symmetrietranformation kovariante Ableitung D := d — iq A(x) ersetzt, erhélt man
nun wieder nur die physikalische Anderung des Systems:

DY(z) — @ DU () .

Das Eichpotential nimmt also die Stellung einer Konnexions-1-Form ein und geht in
den Lagrangian iiber die kovariante Ableitung ein.

Die Fichinvarianz spiegelt sich in der Freiheit wider, beliebige Bezugssyteme e(x)
auswéhlen zu koénnen. Die Anderung zwischen zwei verschiedenen Bezugssystemen
ist physikalisch ohne Bedeutung (schliefllich sollen unsere Objekte unabhéingig von
Bezugssystemen sein). Eine Eichung ist eine feste Wahl egeg(2), mathematisch be-
schrieben als ein Schnitt in einem Faserbiindel, vgl. Anhang A.4 (Seite 72), siehe
auch Abbildung A.1.

Das Eichpotential A ist durch die Transformationseigenschaft eingeschrankt, aber
nicht festgelegt, d.h. es besitzt selbst noch Freiheitsgrade. Die Dynamik dieser
Freiheitsgrade werden meist iiber einen eigenen Term im Lagrangian bestimmt.
In Yang-Mills-Theorien lautet der zusétzliche Lagrange-Term F A *F, wobei F' die
Kriimmungsform des Eichpotentials ist, die sogenannte Fichfeldstirke.

12
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1.2.2. Eichung der affinen Gruppe und horizontale Struktur

Wir wollen jetzt obige Beschreibung zur Eichung von Gravitationstheorien anwen-
den. Fiir den Raum, der globale Symmetrien zeigt, wéhlt man i.a. die gravitati-
onsfreie Raumszeit der Speziellen Relativitdtstheorie, den Minkowski-Raum. Dieser
kann als affiner Raum, vgl. Anhang A.1 (Seite 69), mit Minkowski-Metrik o;; =
diag(+1, —1,—1, —1) beschrieben werden. Wir wollen zunéchst diese Metrik aufler
acht lassen und die Eigenschaft fordern, dafl Naturbeschreibungen von der Wahl der
affinen Basis unabhéngig seien. Wir erweitern damit die Symmetrie physikalischer
Phénomene, die die Minkowski-Metrik beachten, auf eine globale affine Transforma-
tionsinvarianz.

Wir haben den Minkowski-Raum zu einer allgemeinen Mannigfaltigkeit M mit affi-
nem Tangentialbiindel AM verallgemeinert, so dafl nach der Eichung zur Beschrei-
bung der Gravitation die bisher eingefiihrten geometrischen Gréflen, wie Kriitmmung;,
Torsion, usw., als nichttriviale Feldstirken auftreten konnen. Wir fordern nun, daf} in
jedem einzelnen Punkt physikalische Beschreibungen im jeweiligen affinen Tangenti-
alraum A, M affin invariant sind. Um zu eichen, verlangen wir nun, daf iiber einer
lokalen Umgebung U der Mannigfaltigkeit (und nicht nur punktweise) die Physik
iiber einer Umgebung 7~!(U) des affinen Tangentialbiindels affin invariant ist. Um
diese Forderung mathematisch beschreiben zu kénnen, miissen wir benachbarte affi-
ne Tangentialbiindel vergleichen kénnen. Dazu benétigen wir zwei neue Strukturen,
zunéchst eine horizontale Strukturund spéter die Verschmelzung.

Horizontale Struktur: Affine Konnexion

Eine horizontale Struktur ist eine Abbildung zwischen benachbarten affinen Tan-
gentialriumen. Konkret realisieren wir die horizontale Struktur, indem wir sie iiber
eine affine Transformation, der sogenannten affinen Konnexion (F(T)a, F(ﬁL)a), reali-
sieren. Man beachte, daf} sich die affine Konnexion von der linearen Konnexion aus
Abschnitt 1.1.2 (Seite 5) unterscheidet. Die affine Konnexion bildet nun eine affine
Basis (¢,eq) von ApM in eine affin parallele Basis des infinitesimal benachbarten
AzM ab. Beziiglich der vorher getroffenen Basiswahl (g, €g) in Az M ergibt sich:

Parallelverschiebung von ¢ € A,M = q + rMeg, e AzM (1.19a)
durch den Translationsanteil T und

Parallelverschiebung von (eq) € Ap,M = e, + r(bs eg € AgM (1.19b)

mittels des linearen Anteils F(ﬁL)a (in die beiden 1-Formen wird jeweils die Richtung
der infinitesimalen Parallelverschiebung eingesetzt). In Abbildung 1.6 (Seite 23) ha-
ben wir u.a. die affine Konnexion veranschaulicht. Mit dieser Konstruktion kénnen
wir nun affine Invarianz auf lokalen Umgebungen des affinen Tangentialbiindels un-
tersuchen.
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1.2. Die Fichprozedur

Eine Mannigfaltigkeit mit einer affinen Konnexion (F(T)Q,F(BL)O‘) nennen wir eine

affine Mannigfaltigkeit. Wihrend Mannigfaltigkeit und Tangentialbiindel die Verall-
gemeinerung der Punktmenge und des Richtungsvektorraums eines affinen Raums
sind, vgl. Anhang A.3 und A.1, kann eine affine Konnexion als Verallgemeinerung
der Abbildung ¢ eines affinen Raums aufgefafit werden.

Eichung

Mit der Einfiihrung der affinen Konnexion (I'(7)? F/(gL)a) haben wir bereits die Eich-
potentiale eingefiihrt, die die Abhéingigkeit durch die affine Basiswahl ausgleichen.
Um die Eichung abzuschlieflen, miissen wir jetzt noch die Entsprechung zu Glei-
chung (1.18) bestimmen und untersuchen, wie sich die Eichpotentiale unter der affi-
nen Gruppe transformieren.

Wir skizzieren hier nur die Vorgehensweise, vergleiche z. B. mit [Gr96, Kap. 2.3]. Man
betrachtet die Transformation von Feldern W, die affin invariant sein sollen unter der
affinen Gruppe A(R?). Seien nun 7, und A7s die Generatoren der infinitesimalen
affinen Transformationen® und &7 und wv‘s die zugehorigen Parameter. Dann ergibt
sich die infinitesimale Transformation der Komponenten \IIE"q) beziiglich der affinen

Basis (g, eq) als
o a 2l Saq | pa
W) = U — (€775 +w AT W (1.20a)

Die Ableitung der Feldkomponenten d\I'?q) transformiert sich daher infinitesimal
geméf
o a o S\AT a o AT a
AWy — ¥ — [(dfw)ﬁ + (dwy )A’Yg] & - [5% +ws A“Yg} AUl . (1.20b)
r
Mit der Definition D := d+T(Dor, +FEL)QA5Q und der Forderung, daf} sich die affin
kovariant abgeleiteten Feldkomponenten infinitesimal wie die Felder transformieren,

L «a L a 2 AT L a
DWg,) — DU, — (675 + wy'AT5] DU (1.20¢)

erhélt man aus diesen drei Gleichungen (1.20) nach einer kleinen Rechnung die infini-
tesimale Transformation der affinen Konnexion, wobei wir die Tilde iiber den trans-
formierten Indizes nun weglassen, die Generatoren in den Konnexionen absorbieren

((IL)ﬁ

und eine kovariante Ableitung beziiglich des linearen Anteil I’ einfiithren:

F(T)a N F(T)a + dE* + F(gL)agﬂ . F(T),@wﬁa

(L)
=10 1Dz 1 D g (1.21a)

L () FgL)ﬁwoﬂ _ FgL)vaﬁ

(L)
=T 4 D w,. (1.21b)

'Bei der allgemeinen Eichbeschreibung war eine einparametrige Gruppe als Beispiel verwendet
worden. Der zugehorige Generator ist die 1, so dal dieser Generator dort nicht auffiel.
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1.2. Die Eichprozedur

1.2.3. Nach der Eichung der Translationen

Bisher haben wir die Tatsache aufler acht gelassen, dafl unsere affinen Tangenti-
alrdume einen affinen Raum modellieren, der als erste Naherung der Basismannigfal-
tigkeit dienen kann. Es sollte also eine Korrespondenz zwischen einer Umgebung der
Mannigfaltigkeit um einen Punkt p € M und einer Umgebung um einen Ursprung
im Raum A, M geben. Wir zeichnen zunéchst solche Urspriinge aus.

Verschmelzung

Bei der Verschmelzung (englisch: soldering) handelt es sich um einen Schnitt in das
affine Tangentialbiindel, vgl. Anhang A.4 und A.5. Dieser Schnitt zeichnet in jedem
affinen Tangentialraum einen Ursprung o, (p € M) aus, vgl. Abbildung 1.6.

Identifikation benachbarter Punkte

Wir haben nun zwei Strukturen zur Verfiigung, die affine Konnexion und die Ver-
schmelzung. Betrachten wir nun einen affinen Tangentialraum AzM und seinen Nach-
barn, so sind jeweils zwei Punkte ausgezeichnet: der Ursprung oz des affinen Tangen-
tialraums und die Parallelverschiebung des Ursprungs des Nachbarn.

Es ist nun nicht sinnvoll (anders als in [Gr96, Figure 3, Seite 19] unprizise formuliert
[G197]), den Punkt ¢, der den parallelverschobenen Ursprung o, des benachbarten
affinen Tangentialraums bezeichnet, mit dem Punkt p der Mannigfaltigkeit zu iden-
tifizieren. Denn, wenn die affine Konnexion flach wére (also verschwinde), so ldgen
alle Urspriinge benachbarter Tangentialriume, und entsprechend die identifizierten
Punkte der Mannigfaltigkeit, auf dem Ursprung oz im affinen Tangentialraum AzM.
Der Translationsanteil der affinen Konnexion I'™) beachtet also nicht die Abstéinde
zwischen den benachbarten Tangentialriumen, bzw. den Punkten auf der Mannig-
faltigkeit. Wenn er dies téite, wiirde er nicht nur die Basiswahl in den affinen Tan-
gentialriumen korrigieren, sondern auch die physikalischen Anderungen der Felder
zwischen den Punkten.

Es existiert noch eine weitere Struktur auf affinen Mannigfaltigkeiten: die sogenann-
te Exponentialabbildung. Diese ist ein lokaler Diffeomorphismus, der einen Abstand
auf dem affinen Tangentialraum auf die Mannigfaltigkeit abbildet. Fiir benachbarte
affine Tangentialriume bilden die Differentiale einer Koordinatenfunktion da’ eine
Naherung der Exponentialabbildung.

Die Kombination aus beiden Grofien
AR N (1.22)

liefert nun einen dritten Punkt in A5M, der sowohl den Abstand zwischen den benach-
barten Tangentialrdumen als auch die Eichkorrekturen durch die Basiswahl beachtet.
Diesen identifizieren wir daher mit dem benachbarten Ursprung op, bzw. dem Punkt
p der Mannigfaltigkeit, sieche Zeichnung 1.6, Seite 23.
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1.2. Die Fichprozedur

Durch diese Konstruktion ist es nun moglich, Kurven in einer Umgebung der Man-
nigfaltigkeit in einen affinen Tangentialraum abzubilden. Dazu mufl man nur je-
weils den Punkt a(t) € M einer Kurve (a,0) € ;M mit dem zugehorigen Punkt
a*(t) € ApM identifizieren. Diese Konstruktion ist Grundlage fiir unsere Zeichnun-
gen 1.1-1.5, vgl. die Hinweise auf Seite 20.

Die Definition (1.22) bietet aber noch einen weiteren Vorteil: Wenn man die Trans-
formation von dz® unter der affinen Gruppe ausrechnet, vgl. [Gr96, Kap 2.5 und 2.6],
so ergibt sich, dafl die Kobais 7% geméf

L ) (1.23)

transformiert. Im Gegensatz zu Formel (1.21a) mischt also nicht mehr der lineare
Anteil der Konnexion F(ﬁL)a in die Transformation und die Kobasis transformiert
tensoriell und nicht wie eine Konnexion. Aufgrund dieser Vorteile und da die Kobasis
iiber (1.22) mit dem Translations-Eichpotential I'V) verbunden ist, verwenden wir

im folgenden ¥ anstelle T'7) als Eichpotential der Translation.

1.2.4. Zur Eichung der linearen Abbildungen

Nachdem die Translation geeicht ist und wir durch ¥* benachbarte Punkte identi-
fizieren konnen, bleibt von der affinen Konnexion nur noch die Invarianz gegeniiber
linearen Abbildungen iibrig. Das zugehorige Eichpotential ist I‘(ﬁL)a. Es beschreibt,
wie Basisfelder in zwei benachbarten Tangentialriumen gedreht werden miissen, da-
mit Messungen von der Basiswahl unabhéingig sind. Die Konnexion F,(BL)Q gibt al-
so an, wann in der Mannigfaltigkeit zwei Basisfelder mefltechnisch als gleichwertig,
d.h. parallel anzusehen sind. Wir erkennen hier also die lineare Konnexion I'g% aus
Abschnitt 1.1.2 (Seite 5) und ihre Beschreibung wieder. Im folgenden schreiben wir
also fiir das Eichpotential der linearen Abbildungen einfach I'g®.

1.2.5. Metrik und Eichgruppen

Bisher hatten wir die Minkowski-Metrik o;; = diag(+1,—1,—1,—1) aufler acht ge-
lassen. Eine solche Metrik spaltet den Raum der linearen Abbildungen GL(R?)
in solche auf, die die Metrik invariant lassen und solche, die das Aussehen der
Metrik &ndern. Die Abbildungen, die 0;; unveréndert lassen, nennt man Lorentz-
Transformationen und bezeichnet die Menge dieser Abbildungen mit SO(1,3). Die
Menge R* & SO(1,3), also die Translationen zusammen mit den Lorentz-Transfor-
mationen, nennt man Poincaré-Transformationen.

Die Metrik bleibt als skalarwertiges Objekt
9= gap?* @9’
von Eichtransformationen unbeeinflufit. Unter Anwendung von (1.23) gilt:

g— =9+ (6gap — Wap — Wga) V* @V .
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1.8. FEichtheorien der Gravitation

Also miissen sich die Metrikkomponenten, wenn sie die Eichinvarianz nicht zerstoren
sollen, geméf

9aB = Gap t+ Wap + Waa (1.24)

transformieren.

Man erkennt, dafl die Metrikkomponenten unverindert bleiben, wenn
Waf = —Wga (1.25)

gilt, insbesondere bleibt bei linearen Transformationen mit dieser Bedingung die or-
thogonale Metrik (1.13) orthogonal. Verlangt man umgekehrt, dafi die Metrikkom-
ponenten invariant bleiben, so schréinkt man die Eichung der linearen Abbildungen
auf die Lorentzgruppe SO(1, 3) ein, da nur diese die Bedingung (1.25) erfiillen. Die
Fichung der Translationen schrinkt man durch die Forderung der Invarianz der Me-
trikkomponenten auf Radume mit verschwindender Nichtmetrizitit ein, vgl. Gleichung
(2.21).

1.3. Eichtheorien der Gravitation

1.3.1. Metrisch-affine Gravitation (MAG)

Metrisch-affine Gravitationstheorien (MAG) sind die Theorien, die beziiglich der affi-
nen Symmetrie lokal invariant sind. Wir beschreiben die physikalischen Theorien, die
wir in dieser Arbeit betrachten, mittels des Lagrange-Formalismus, siehe auch Ab-
schnitt 2.2.2 (Seite 29). Dieser Formalismus vermeidet z. B. eine (3 4 1)-Aufspaltung
der Mannigfaltigkeit. Wir bestimmen hier nun die MAG-Theorie, indem wir festlegen,
von welchen Feldern der MAG-Lagrangian abhéngt.

Wegen der lokal erfiillten affinen Symmetrie mufi der MAG-Lagrangian von den Fich-
potentialen der Translation und der allgemeinen linearen Gruppe, also von der Koba-
sis ¥* und der Konnexion T',”, abhiéingen. Weiterhin gehen die Metrikkomponenten
Jap als unabhéngige Felder, die Materiefelder ¥ und schliefllich die jeweils zugehdri-
gen kovarianten Ableitungen in den Lagrangian ein. Die Ankopplung der Materie
nur direkt und iiber die erste Ableitung DV nennt man minimale Kopplung. Neben
DV liegen die kovarianten Ableitungen als Nichtmetrizitit Q.3 = —Dgaps und als
FEichfeldstirken Torsion T = DY® und Kriimmung R,” = dT'.” + Fyﬁ AT, vor:

LMAG = L(gaﬁanﬁvﬁavTa7Faﬂ7RO/B7\II7D\I/) .

Da nur die Felder und die ersten Ableitungen der Felder eingehen, erhalten wir einen
Lagrangian 1. Ordnung.

Des weiteren hingt der Lagrangian nicht explizit von der Konnexion I',? ab. Die
Konnexion ist kein Tensor, so dafl man in einem festen Punkt die Kobasis so wihlen

17



1.8. FEichtheorien der Gravitation

kann, dafl die Konnexion in diesem Punkt verschwindet [Ha95])%:
I, =0.
In einem solchen Punkt gilt also
Lnac = L(gag , dgag , 9% ,d0* ,dTo” , U, dV) ;

der Lagrangian ist also in diesem Punkt und bei dieser Kobasiswahl eine skalarwertige
4-Form, die nur aus tensoriellen (bzw. evtl. spinorwertigen) Groflen aufgebaut ist.
Die Forderung, da der Lagrangian invariant unter GL(R*) sein soll, fiihrt dazu, daf
man die duflere Ableitung durch die kovariante Ableitung ersetzt und so eine implizite
Abhiingigkeit von I',? einfithrt. Durch diese Forderung entsteht kein expliziter eigener
Term fiir T'? im Lagrangian, welcher somit eine Einschrinkung des allgemeinen
Lagrangians wire.

Wir nehmen nun an, dafl man den Lagrangian in einen Materie-Anteil und einen
Eich-Lagrangian der Gravitation Vyag aufspalten kann:

LMAG - LMaterie(goc,@ ) Qaﬁ 719& 7Ta ) Raﬁ ) \Ij7 D‘Il) + VMAG(Q&B ) Qaﬁ ) 19& 7Ta ) RO/B) .

Wir wollen hier nur quadratische Eich-Lagrangians (lineare Terme sind damit nicht
ausgeschlossen) betrachten. Man setzt daher folgenden allgemeinen quadratischen
MAG-Eich-Lagrangian (ohne kosmologische Konstante) an:

3
1
VMac = 55 | —ao R Nijag + T N* (Z ar (I)Ta>
I=1

4 4

+2 (Z c1 <I>Qaﬁ> NI AT 4 Qap A* (Z b1 <I>Qaﬁ>] (1.26)
I1=2 I=1
1 6 5
3w (S i+ 350 25)
I=1 I=1

Hierbei sind die Konstanten aq, - - - as, by, --bs, ca,- -+ , ¢4, w1, --wg und 21, - - - z5 di-

mensionslos und £ ist die Planck-Lange, die aus der Lichtgeschwindigkeit ¢, der Ein-
steinschen Gravitationskonstanten k = i—ZG und dem Planckschen Wirkungsquan-
tum h gebildet wird. Insbesondere ist in natiirlichen Einheiten ¢? = x. Weiterhin sind
(DT die irreduziblen Stiicke der Torsion (siehe Gleichungen (2.4)), 1)Q, die irredu-
ziblen Stiicke der Nichtmetrizitit (vgl. [He95, Anhang B.1]) und VW, 5 := (I)R[am
bzw. () Zap = 4 )R(a,@) die antisymmetrischen bzw. symmetrischen Anteile der irre-
duziblen Zerlegung der Kriimmung, vgl. [He95, Anhang B.3 und B.4].

?Nach [1197] kann man dies auf eine Kurve erweitern, entlang der die Konnexion verschwindet.
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1.8. FEichtheorien der Gravitation

Potential Feldstéarke Bianchi-Identitéat
Metrik Jgap Nichtmetr. Qu.3:= —Dgas DQop = 2R(4|"9)8)y
Kobasis  9¥*  Torsion T := DY« DT* = Rg™ A 98
Konnexion I',”?  Kriimmung R,” :=, DI',’¢ DR.? =0

=dl.? + T, ATy

TABELLE 1.1.: Die Definitionsgleichungen (auch Cartansche Strukturgleichungen genannt)
und die Bianchi-Identitéiten der Feldstéarken Nichtmetrizitédt, Torsion und Kriimmung.

1.3.2. Poincaré-Eichtheorie der Gravitation (PG)

Die Poincaré-Eichtheorien der Gravitation sind Spezialfille der metrisch-affinen Gra-
vitationstheorien, namlich die, bei denen die Nichtmetrizitit verschwindet. Durch
die Forderung des Verschwindens der Nichtmetrizitit wird bewirkt, daf§ die Wahl der
Metrik nicht mehr vollig frei bzw. unabhéngig ist, denn die Metrikkomponenten sind
dann automatisch invariant unter Translationen, sieche (2.21). Fiir Theorien, in denen
a priori keine Metrik g gegeben ist, kann man die formale orthogonale Metrik (1.13)
verwenden. Dabei schriankt man die Invarianz der PG beziiglich Translationen und
linearer Abbildungen auf Invarianz beziiglich Poincaré-Transformationen ein, vgl. Ab-
schnitt 1.2.5. Beziiglich dieser Metrikwahl ist dann die Konnexion antisymmetrisch,
vgl. (E.4) (Seite 108).

Die Nebenbedingung des Verschwindens der Nichtmetrizitét erreichen wir durch einen
Lagrange-Multiplikator p®?, der eine symmetrische 3-Form ist. Wir ergéinzen den
PG-Lagrangian also durch den Summanden %Qa/g A pueB.

Somit ergibt sich der allgemeine PG-Lagrangian als:
1
LPG = L(gaﬁ7§a 7Ta 7R0/8 ) \Iij\Il) + §Qaﬂ A Mal@ .

Wir nehmen an, dafl man den PG-Lagrangian in den Materie-Anteil und den PG-
Eich-Lagrangian der Gravitation aufspalten kann:

1
LPG = LMateric(gaﬁ ) v aTa ) Raﬁ ’ \Ij’ D\I’) + VPG(gaﬁ ) v 7Ta ) Raﬁ) + 5@045 A /Laﬁ .

Wiederum wollen wir hier nur quadratische Lagrangians zulassen. Als allgemeinen
quadratischen PG-Lagrangian (ohne kosmologische Konstante) setzt man daher

3 6
1 1
Ve = o5 | ~00R Anag + T* A Y ar DT, | = SR A~ (> b, DR,
PG = 55 |90 Nap + (1:1(“ 5 2 I 3

(1.27)

an. Hierbei sind die Bezeichnungen wie in Gleichung (1.26).
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1.8. FEichtheorien der Gravitation

HINWEISE zU DEN ABBILDUNGEN 1.1-1.5: Die folgenden Abbildungen sind Veranschau-
lichungen verschiedener geometrischer Grofien. Die Definitionen dieser Groflen gelten nur
infinitesimal, so dafl die Bilder nur anschauliche Ndherung der Wirklichkeit sein konnen.
Wenn man dies im Gedéchtnis behélt, bieten die Bilder eine gute bildhafte Vorstellung der
abstrakten geometrischen Grofen.

Die einzelnen Abbildungen zeigen jeweils den affinen Tangentialraum A,M. Die aufler p ein-
getragenen Punkte der Mannigfaltigkeit M sind iiber die Identifikation durch die Kobasis 9,
vgl. Abbildung 1.6 und den Abschnitt 1.2.3 (Seite 16), in den affinen Tangentialraum abge-
bildet. Im einzelnen wéhlt man z. B. eine Kurve («, 0) € K, M mit &(0) = v, aus. Die Punkte
a(t), 0 <t < 1 liegen dann (z.B. bei verschwindendem TI'(")®) entlang dem Vektor v, bis
beim Zeitpunkt ¢ = 1 das Ende des Vektors, bzw. der Punkt ¢ := «(1) der Mannigfaltigkeit
erreicht ist.

Bei einer infinitesimalen Betrachtung darf man die Identifikation nur fiir a(¢+At) durchfiithren
mit At < 1. Fiir die Definitionen von Ableitungen mufl aulerdem durch At dividiert werden,
bevor der Grenziibergang At — 0 durchgefiihrt wird.

Die Wahl At = 1 in unseren Zeichnungen ist zwar nicht infinitesimal klein, hat aber den
Vorteil, dafl man nicht mehr durch At dividieren mufl (was zeichnerisch schwierig wire) und
daf} die Punkte der Mannigfaltigkeit als Endpunkte der Vektoren zu liegen kommen.

ABBILDUNG 1.1.: Vektorfelder und ihre Differentiationswirkung.

In dieser Zeichnung sind zwei holonome Basisfelder dy und 9; und das durch sie indu-
zierte Koordinatengitter angedeutet. Auflerdem sind zwei Vektorfelder v und v, die als
Differentialoperatoren wirken, eingezeichnet. Die Wirkung des zweiten Vektorfeldes v
auf u ergibt kein Vektorfeld. Durch die Entwicklung der Vektorfelder nach den holono-
men Basisfeldern, v = v79; und u = u'd;, erhélt man vu(f) = u/v'9;0; f + v (&»uj) o;f.
Es ergibt sich also ein Vektorfeld-Anteil, der hier eingezeichnet ist und ein Anteil mit
zweiten Ableitungen der Abbildung.
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[u,v] = =C(u,v)
[(7(—‘ ) € f} - *(:Vufﬁ“ €4

Luvs

ABBILDUNG 1.2.: Die Anholonomieform oder das Anholonomieobjekt C'(u,v) = —[u,v].
Die Anholonomieform beschreibt den Schlieungsfehler der Vektorfelder v und v, d. h. wie
stark die Vektorfelder von einer Gitterstruktur abweichen.

Die von einer Karte als Tangentenvektoren an die Koordinatenfunktionen 2% induzierten
Basisfelder 0; bilden ein Koordinatengitter, so dafl deren Anholonomieform verschwindet.
Solche Koordinaten heiflien daher holonome Koordinaten.

p x

ABBILDUNG 1.3.: Die kovariante Ableitung, Konnexion und Parallelitét.
Durch die kovariante Ableitung wird der zu u,, entlang v, parallele Vektor up”“ festgelegt.
Dazu gibt sie die Abweichung des Vektorfeldes am Punkt ¢ vom Parallelvektor an, also
niherungsweise uq = u,l" + V,u fiir kleine Abstéinde.
Fir den Fall u, = ey|, und v, = eg|, kann man die Konnexion I'g,” aufgrund der
Definition V. e, = I'go” e, ablesen.
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p

Up

ABBILDUNG 1.4.: Die Torsion T'(u,v) := Vv — Vyu — [u, v].

Die Torsion beschreibt den SchlieBungsfehler des Parallelogramms, das von u,, v, und
den Parallelverschiebungen up”v und vp”u aufgespannt wird. In der Zeichnung ist ables-
bar, wie diese Anschauung mit den bekannten Groéfien Konnexion und Anholonomieob-
jekt beschrieben wird.

Ur

D r
Up

ABBILDUNG 1.5.: Die Kriimmung R(u,v)w.

22

Die Kriimmung beschreibt die Wegabhdngigkeit der Parallelverschiebungen. Sie ergibt
sich als Differenzvektor zwischen dem zun#chst in Richtung v, dann in Richtung u par-
allel verschobenen Vektor w,, also wp”“””7 und dem zunéchst in Richtung w, dann in
Richtung v parallel verschobenen Vektor w,,, also wp”””“. In der Zeichnung ist vereinfa-
chend [u, v] = 0 angenommen.

Alternativ kann man den Vektor w, := wp”v”u als gegeben betrachten. Die Kriimmung
kann man dann als Drehung interpretieren, um die der Ausgangsvektor w, vom entlang
eines kleinen, geschlossenen Weges parallelverschobenen Vektor abweicht.
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Verschmelzung.

p

ABBILDUNG 1.6.: Zwei benachbarte affine Tangentialrdume und die zugehorigen Strukturen.

I -
[ -

Durch die Verschmelzung wird jedem Punkt p, p der Mannigfaltigkeit ein Ursprung oy, oy
in den affinen Tangentialrdumen A, M, AzM zugeordnet. Die horizontale Struktur ist als
affine Konnexion (I'(T), F(ﬁL)Q) realisiert. Ihre Wirkung auf die affine Basis (05, €,) ist
in der vergroBerten Version von AzM dargestellt: Der Punkt wird iiber den translativen
Anteil T auf ¢ = o + I'(Meg, verschoben, die Basisfelder €, werden durch den
linearen Anteil FgL)a auf die neuen Basisfelder € + I‘EaL)aga gedreht. Schlieflich fiihrt
die als dz’ geniiherte Exponentialabbildung iiber 9 = I'(T)e 4 62 dz* zur Kobasis 9°.

Der von ihr abgetragene Punkt wird mit dem Ursprung o, des benachbarten affinen
Tangentialraums, bzw. dem Punkt p der Mannigfaltigkeit identifiziert.
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2. Teleparallele Eichtheorien

Wir betrachten nun Theorien, die Teleparallelismus (auch Fernparallelismus oder
absoluter Parallelismus genannt) zeigen. Zunéchst definieren wir diesen Begriff kurz
und stellen fest, daB in teleparallelen Réumen die Kriimmung R,? verschwinden muf.
Wir untersuchen Zerlegungen des quadratischen Teleparallelismus-Lagrangians, lei-
ten die Feldgleichungen her und bestimmen die Noether-Identitdten. Danach wéhlen
wir spezielle Konnexionen aus und untersuchen deren Auswirkungen auf den all-
gemeinen Teleparallelismus-Lagrangian. Wir untersuchen dann, welche teleparallele
Theorie zur Einsteinschen Gravitationstheorie dquivalent ist. Fiir diese ausgezeich-
nete Theorie geben wir im letzten Abschnitt fiir einige bekannte Losungen einfachere
Ausdriicke an.

2.1. Teleparallelismus anschaulich

DEFINITION: In einer einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit, in der man Par-
allelverschiebungen wegunabhéingig durchfithren kann, ist die Konnexion mit dem
sogenannten Teleparallelismus, der auch als Fernparallelismus oder absoluter Paral-
lelismus bezeichnet wird, ausgestattet.

Wir haben in Abschnitt 1.1.2, Seite 8, ausfiihrlich beschrieben, dafl die Kriimmung ei-
ner Konnexion ein Maf fiir die Wegabhéngigkeit der Parallelverschiebung ist. Hieraus
folgt, dal aufgrund der Wegunabhéngigkeit der Parallelverschiebung einer teleparal-
lelen Konnexion die Kriimmung in teleparallelen Rdumen verschwinden muf.

2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

Wir beschreiben nun teleparallele Theorien als Spezialfille des Poincaré-Lagran-
gians (1.27). Wir erzwingen das Verschwinden der Nichtmetrizitdt und der Kriim-
mung mit Hilfe von Lagrangeschen Multiplikatoren. Die Nichtmetrizitit haben wir
bereits bei der Beschreibung der PG durch eine symmetrische 3-Form p®? als La-
grange-Multiplikator zum Verschwinden gebracht, sieche Abschnitt 1.3.2, Seite 19.
Das Verschwinden der Kriimmung erzwingen wir nun durch einen zweiten Lagrange-
Multiplikator A%, eine GL(R*)-wertige 2-Form. Wir bezeichnen eine teleparallele
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

Eichtheorie mit GR), deren allgemeiner Lagrangian die Form

1
LGRH = LH(gaﬁ, 9T, U, DW) + Raﬁ A )\aﬁ + §Qa/@ A /Laﬁ (2.1)

besitzt.

Wir nehmen an, daf§ man den Teleparallelismus-Lagrangian (2.1) in einen Materie-
Lagrangian und einen Eichfeld-Lagrangian V| aufspalten kann:

1
LGRH = LMaterie(gaﬁaﬁa7Ta, \I/, D\I’) + ‘/|| (gag,ﬁa,To‘) + Raﬁ A )\O‘B + iQaﬁ A Maﬁ .
(2.2)

Da die Feldstédrke der Metrik g,g, die Nicht-Metrizitdt ()., durch die Nebenbedin-
gung des Lagrange-Multiplikator-Terms verschwindet, tritt kein eigener dynamischer
Term fiir g,3 in den teleparallelen Lagrangians auf, die wir in dieser Arbeit betrach-
ten.

Die iibrigen Terme des Lagrangians héngen aber von den Metrikkomponenten g,z
ab. Wir werden diese im folgenden — um die Formeln wenigstens etwas iibersichtlicher
gestalten zu kénnen — meist verstecken, indem wir das Heben und Senken von Indizes
alleine durch die Indexstellung kennzeichnen: z. B. 9, := gagﬁﬁ . Auflerdem gehen die
Metrikkomponenten noch in den Hodge-Operator * ein, vgl. Anhang B.6.

2.2.1. Der Eichfeld-Lagrangian V| und seine Aufspaltungen

Den Eich-Lagrangian V| setzen wir analog zu (1.27) quadratisch an. Die Feldstérke
T = DY® kann in irreduzible Teile zerlegt werden:

Dy = WDy 4 @ pye 4 G py> | (2.3)
wobei diese iiber
Mo = W pye .= D> — @ py> — B) pye (tentor), (2.4a)
@) — @ pye .= %190‘ A (es) D97 (trator), (2.4D)

1
@7 = O py = 2+ |92 A= (9° A D) |
1
=3 €a | (ﬁﬁ A Dﬂg) (axitor). (2.4c)
definiert sind (in Klammern sind die entsprechenden Namen, die wir in Compu-
teralgebra-Programmen verwenden, erwihnt). Durch diese Aufspaltung werden die

24 Komponenten der Torsion gemafl 24 = 16 @ 4 & 4 auf die einzelnen irreduziblen
Anteile verteilt.
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

Der Eich-Lagrangian schreibt sich hiermit
13
==Y a; (Do A* DDy 2.
V” 252[1(”( Fa A 0 ) , (2.5)

wobei ¢ die Planck-Lénge ist, die aus der Lichtgeschwindigkeit ¢, der Einsteinschen
Gravitationskonstanten x = i—ﬁrG und dem Planckschen Wirkungsquantum & gebildet
wird. Insbesondere ist in natiirlichen Einheiten ¢? = k.

Alternativ kann ein allgemeiner quadratischer Eich-Lagrangian in die eich-invarian-
ten Translations-Lagrangians entwickelt werden, die von Rumpf [Rum?78| vorgeschla-
gen wurden,

4
1 I
VH:@ZM()V, (2.6)
I=0
wobei

Oy — iﬁa/\*ﬁa:na (2.7a)
My = DY* A*DY, (reiner Yang-Mills Typ) , (2.7b)
@y = (sz?a A 190‘) A (Dﬁg A 795) : (2.7¢)

OV = (D9 A 9%) A" (Do 1 V) BL pga pn 95 A (eg) Do) "2V 2 Wy |
(2.7d)
WV = (Dia 7 0%) A* (DO 1 0°) . (2.7¢)

Weil @V =20V kénnen wir immer ps = 0 setzen.

Die irreduzible Zerlegung des quadratischen Teleparallelismus-Lagrangians zerlegt
anschaulich die Torsion in einen tensoriellen, einen axialen und einen Spur-Anteil.
Man kann aber nur schwierig damit rechnen, da durch die Vektor-Basisfelder oder
durch zahlreiche Hodge-Operatoren die explizite Abhéngigkeit des Lagrangians von
der Kobasis 9* und deren kovarianter Ableitung verschleiert wird. Da die Aufspaltung
in Rumpf-Lagrangians diesen Nachteil nicht hat, wollen wir nun die Umrechnungs-
gleichungen zwischen den Koeffizienten a;y und p; bestimmen.

Dazu setzen wir zunédchst die Abkiirzungen (2.4) in (2.5) ein:

1
V” = ﬁDﬁa A <a1 DY, + (a2 — al) (Z)D’l?a + (CL3 — al) (S)Dﬁa)
1 o
= 2_€2D79 N* <a1 Dy, +

az — aj

Do 1 (e5)D07)

S (0007 (D00 195)) )
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

Mit Hilfe der Regeln aus dem Anhang B (Seite 75) konnen wir u. a. die Vektorfelder
mittels der Hodge-Operation in die Kobasis ¥° umwandeln. Wir erhalten:

(B.11a),(B.11c),
(B.11b)

2v, LY 4, Dy A *DY, + 2D

Ja 1 (e5) DI) A* D"

+ B U pga g, n* (Dﬁﬁwﬁ)
=o%
(B.Tc) (a1 Dy — 22 = U oes) (19“ A Dﬁﬁ) + & < 99 A Dﬁﬁ) A* D,
+ BN pga g, At (Dﬁﬁmﬁ)
(B.11c) %2“1 D A*Dia+ 2 D Ao n* (DI° 1 95)
a2 — al

D9 £ (ep) (va A DO%)) .

Dabei haben wir bei den Regeln benutzt, dafl wir eine vierdimensionale Raumzeit
mit Lorentz-Index', somit (—1)™4() = —1  beschreiben wollen. Die obigen Um-
formungen sind generell nur fiir eine vierdimensionale Raumzeit giiltig, da fiir die
Anwendung der Gleichung (B.11c) die (n — 2)-Formen *D9%, * (94 A (e3]D9?)) und
*(eg]) (Ya A Dﬁﬂ)) gerade 2-Formen sein miissen.

Die Regel (B.12¢) fithrt nun zu dem in Rumpf-Lagrangians aufgespaltenen Tele-
parallelismus-Eichfeld-Lagrangian:

az — aj

1 (ag + 2aq

Vi=ap 73

DO A*Diy + D9 Ao A (D97 A 95)

ap — az
+

DO A5 A* (ﬁa A Dﬁﬂ) ) . (28)

Der Vergleich der so erhaltenen Koeffizienten mit denen aus (2.6) ergibt die Umrech-
nung

1 1 1
=g (a2 + 2a1) , p2=3 (a3 —a1) , pr=3 (a1 — az) (2.9a)
und hieraus die Umkehrung
ai =p1+ps, az = p1 — 2py4 , as = p1+3p2+ps. (2.9b)

2.2.2. Feldgleichungen und Stréme

Nach einer kurzen allgemeinen Beschreibung des Variationsprinzips leiten wir formal
die Feldgleichungen des teleparallelen Lagrangians LGR“ (2.1) her. Fiir den Fall des

'Der Lorentz-Index selbst ist von der Wahl diag(—1, +1, +1, +1) oder diag(+1, —1, -1, —1) fiir die
lokale Minkowski-Metrik abhéngig; er ist dann ndmlich 1 bzw. 3. Da in unseren Formeln aber
nur (—1)™4) auftaucht, hat diese Wahl hier keinen EinfluB.
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

allgemeinen quadratischen Lagrangians V) (2.6) berechnen wir die Feldgleichungen
konkret.

Lagrange-Formalismus und Variation

In einem Lagrange-Formalismus k-ter Ordnung definiert man zunéchst eine geeigne-
te 4-Form L(®® D®® .. D"®@) i = 1,... m als Lagrangian in Abhiingigkeit
der die Theorie beschreibenden m physikalischen Felder ®() und deren Ableitungen
bis zur k-ten Ordnung. In den Eichtheorien der Gravitation treten nur die Eich-
Potentiale und die Eich-Feldstéirken, also nur die Felder und deren erste kovariante
Ableitungen auf. Es liegen also Lagrangians 1. Ordnung vor, auf deren Betrachtung
wir uns im folgenden beschrinken. Im Fall des Teleparallelismus wéren keine Lagran-
gians hoherer Ordnung moglich, da aufgrund der verschwindenden Kriimmung die
zweiten kovarianten Ableitungen bereits Null sind, vgl. (1.16).

Nachdem eine Theorie durch einen Lagrangian festgelegt wurde, wie wir dies in den
Abschnitten 1.3.1, 1.3.2 und 2.2 (Seite 26) fiir die MAG, PG und den Teleparallelis-
mus durchgefiihrt haben, kann das Integral dieser 4-Form, die sogenannte Wirkung

S = /L(@@, D) (2.10)
N

gebildet werden. Hierbei bezeichnet N i. a. eine n-dimensionale kompakte Unterman-
nigfaltigkeit der Raumzeit. Den Rand dieser Untermannigfaltigkeit N bezeichnen wir
mit ON. Die Wirkung S ist also iiber dem Funktionenraum, den die Felder ®® und
deren Ableitungen D®® bilden, definiert.

Man fordert nun die Giiltigkeit des sogenannten Hamiltonschen Prinzips der mini-
malen Wirkung. Dieses besagt, dal die Dynamik des physikalischen Systems dann
richtig beschrieben wird, wenn fiir bestimmte q)ggsung mit D@I(fgsung die Wirkung
extremal wird, wobei Randwerte der Felder auf dem Rand 0N des Integrationsgebie-
tes vorgegeben sind (evtl. ist der Rand die leere Menge). Um diese Losungen finden
zu kénnen, fithrt man auf dem Funktionenraum der Felder eine Ableitung ein, die
sogenannte Variationsableitung §. Die Losungen des Systems werden also iiber die
Feldgleichungen festgelegt, die man iiber die Bedingung 6.5 = 0 bestimmt.

Fiir die Variation 6 setzen wir R-Linearitét und die Erfiillung der (geraden) Leibnizre-
gel voraus, vergleiche (C.1c), da sie eine Ableitung im Raum aller Felder reprisentiert.
Weiterhin verlangen wir, daf§ die Variation § mit der dufleren Ableitung vertauscht,
siehe (C.1b), da in diese Operation keine unserer Feldgréfien eingeht (anders als bei
der kovarianten Ableitung, die bereits von den Eichfeldern abhéngt). Man variiert also
im Lagrangian die m Felder ®() unabhiingig voneinander gemi ) — &) 4 5
um die m Feldgleichungen fiir die Felder ®® ablesen zu kénnen. Dabei muff man
noch beachten, daB die Variationen der Felder 6®() auf dem Rand N verschwinden,
da dort die Randbedingungen des zu beschreibenden physikalischen Systems bereits
festgelegt sind. Um diese Bedingung bereits fiir die Variation des Lagrangians und
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

nicht erst im Wirkungsintegral verwenden zu konnen, schreiben wir sie mittels des

Satzes von Stokes um,
0= [ 689 nw= [a(s89r0) .

ON N

wobei @) A w eine (n — 1)-Form sein muB und w ansonsten beliebig ist. Terme,
die als duflere Ableitung eines Ausdrucks geschrieben werden koénnen, bezeichnen
wir als exakte Terme. Wir sehen also, dafl solche exakten Terme bei der Variation
des Lagrangians weggelassen werden koénnen, da sie die Variation der Wirkung nicht
beeinflussen.

Feldgleichungen des Teleparallelismus-Lagrangians

Wir wenden nun diese allgemeine Beschreibung in einer abstrakten Herleitung der
Feldgleichungen fiir den Lagrangian (2.1) an, also ohne zuniichst den Eich-Lagrangian
nédher zu spezifizieren.

Wir variieren also LGRH unabhéngig nach den Feldern g,s, 9 und ¥ und auflerdem

nach den von den Feldern abhingigen ersten Ableitungen D9®, D¥, R,® und Qap-
Des weiteren variieren wir unabhéngig nach den Lagrange-Multiplikatoren, um die
Zwangsbedingungen zu erhalten. Man erhalt:

8(V|| + LMaterie) a(VH + LMaterie) 0 LMaterie
SLar, =0 60" WA —55—
GR“ gaﬁ VAN 8gaﬁ + A 8790‘ + A\ a\If
a(‘/” + LMaterie) aLMatcric
0 DY” ODU N —————
+ A oDve + " opw

1 1
+0R" AX*5 — 6Dgug A iﬂ“ﬁ + X A RyP — 6P A iQaﬂ .
(2.11)

Um auf der rechten Seite nur Variationen nach unabhéngigen Groflien zu erhalten,
berechnen wir die Variationen nach den Feldstéirken explizit:

6D9" = 6d9” + 5 (T A 0”)
(CAb), (Cle) o oa L AT A9+ T A 609 (2.12a)
= D359 + 6T AP .
Mit einer analogen Rechnung erhalten wir

—6Dgos = —D 8gap + (5Fa“’)gw + (6Pg’7) o - (2.12b)

Bei dem Materiefeld ¥ hingt die Berechnung des Kommutators von D und § davon
ab, welche Raumzeit-Indizes die Materie aufweist, wie also die Konnexion I'y? an ¥
ankoppelt. Da wir die Materie nicht néher festlegen wollen, schreiben wir formal

§DU = D6 + 0T 4% A (Lﬁa\p) , (2.12¢)

30



2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

ohne den Ausdruck in der Klammer explizit spezifizieren zu konnen.

Durch das Vertauschen der Variation mit der kovarianten Ableitung erscheint nun
die unabhéngige Variation nach der Konnexion I'y®. Aus diesem Grunde fithren wir
den dR,P-Term ebenfalls auf die Variation der Konnexion zuriick:

SR 2 sar 46 (r? ara”)

L asr, 4 (57,7) AT — (0T07) AT,7 = DAL (2:120)

Nach Einsetzen der Formeln (2.12) in (2.11) ergibt sich, da u®® symmetrisch ist,

8(‘/” + LMateric)
agaﬁ
a(‘/n + LMatcrio)

1
-D 59aﬁ A Eﬂaﬁ

5LGR” = 5ga5 AN

+ 519& A a(‘/H + LMatcrie)

+ Do A

09« oDy«
aLMaterie aLMaterie
UVAN———+DVAN———
+ 0¥ A 50 + DoV A DT
OLMateri (V)| + Laterie)
s @ YU Materie o | aterie ay
+ 0, /\((L B‘P)/\ 2DV + YA 9DJ? + gvplt >
1
+ DT AN, 605 AR —5u®P A 5Qap (2.13a)

B.15b 1 . ,
B2 g (—6%5 A 510 4+ 59 n Tene) o 5 p Dpgsns 1 67,7 A A%)

(Vj+Lnaterie) |, 1 . ,
+ 6Gap A <7( S v . 5D;M> + 6T A (ngerle —~ (—1)pD73L§45$ne)

) . 1
+ 59X A (8(‘/]\+8€91\§atene) + Da(‘ﬁ\g‘ggl;tene)> + 6}\015 A Raﬁ B 5Iua,ﬁ A 5@&5

i 0 aterie
+ 600" A ((Laﬁ‘l’) A aLgIDa:fne +IA (V”gfy?;@“ ) + gy + DAaﬁ) :
(2.13b)

Hierbei haben wir in der ersten Zeile von (2.13b) die kovariante Ableitung in eine
dulere Ableitung umgeschrieben, da beide identisch sind, weil der abzuleitende Term
eine skalarwertige Funktion ist. Die erste Zeile hat somit keine Bedeutung fiir die Feld-
gleichungen. Aus den unabhéingigen Variationen nach den 6 Feldern bzw. Lagrange-
Mulitplikatoren lesen wir schliefllich die zugehorigen Feldgleichungen ab:

—m®® — DpP = g8 (ZEROTH) , (2.14a)

DH, — E, =%, (FIRST) (2.14b)

—Eaﬁ - ggfylu,a’y - D)\ag = Aaﬁ (SECOND) s (2 14(3)
oL aterie . .

% =0 (Materiegleichung) , (2.14d)

Qop =0 und R, =0 (Nebenbedingungen) , (2.14e)
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

wobei wir die Abkiirzungen

a‘/“ a‘/H 5LMaterie

Ea '—Wv Ha'—_aDﬁav a-—Wa (2158‘)
aVj LMateri

of =g I g0 . gOLMaterie (2.15b)

agaﬁ 890&/3
8V|| aLMaterie
E = ——=—-9*NH A% = ———— 2.1
8= 3.0 5 5 ar.0 (2.15¢)
= 1906 A 8%%&/];%116 + (LO!/B\I]) A aLal\/[Datﬁrie

und die Variationsableitung % = Daa,ﬁL(b — (—l)pg—é eines Lagrangians L nach einem
als p-Form darstellbaren Feld ® eingefiihrt haben.

Wir formen die entstandenen Feldgleichungen (2.14a)—(2.14c) noch ein wenig um:
Von der zweiten Feldgleichung (2.14c) berechnen wir den antisymmetrischen Teil
(2.16¢), wobei der symmetrische Lagrange-Multiplikator ®? herausfillt und wir den
Spinstrom

798 .= Al (2.15d)
definieren. Den symmetrischen Teil von (2.16¢) 16sen wir nach u®? auf,
pof = —pled) _ p@B) _ Alef)
und setzen ihn in (2.14a) ein:
—m®® + DEA) 4 DDA 1 DAeF) = 508

Unter Verwendung von (1.16) und der Nebenbedingung (2.14e), sowie nach Einset-
zen der Definition von E%g und der ersten Feldgleichung (2.14b) erhélt man die
verdnderte 0. Feldgleichung

—m® — Dyl A HY) 4 9 p BP) = 58 — DAL _ gla A 1) (2.16a)
und nochmals die beiden anderen Feldgleichungen:

DHy — Eq =3 , (2.16b)
oo N HO — DAl = rof (2.16¢)

Die GroBe m® und die Feldgleichungen (2.16a) bzw. (2.16¢c) betrachten wir nach
Berechnung der Noether-Identitdten noch etwas genauer, siehe Seite 41.

Konkrete Feldgleichungen fiir den quadratischen Eich-Lagrangian

Fiir den Eichfeld-Lagrangian V|| benutzen wir den expliziten Ausdruck, der sich aus
dem quadratischen Ansatz (2.6) ergibt, um den kanonischen Energie-Impuls E,,, den
FEichfeld-Impuls H, und den metrischen Energie-Impuls m®® konkret zu berechnen.
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2.2. Quadratischer Teleparallelismus-Lagrangian

Bei dieser Berechnung, muff man die Regel (C.12a) fiir die Variation einer Hodge-
dualen alternierenden Form verwenden. Da die Herleitung dieser Formel eine ldngere
Rechnung bendétigt, haben wir sie im Anhang C ab Seite 85 vorgefiihrt, so dafl auch
die Zwischenergebnisse leicht auffindbar sind. Nur wenn alle Felder des Lagrangians
von der Kobasis 9 und den Metrikkomponenten g,3 unabhéngig wéren, oder wenn
man die Variation auf Lorentz-Drehungen einschrinken wiirde, vgl. Abschnitt 3.1.2
(Seite 56), wiirde die Variation 6 und der Hodge-Stern * vertauschen.

Wir variieren nun den Eichfeld-Lagrangian V};, um die gesuchten Gréfien als implizit
definierte partielle Ableitungen ablesen zu kénnen:

svi =00 A L spgan M s, 4 M
= a9e oDy 098" Ggs

1
= 09 A By — 0DO* A Hy + 3gap A §m°‘5 :

Damit die Formeln nicht allzu lang und uniibersichtlich werden, nutzen wir die Tat-
sache, dafl die Variationen nach 9¥* und g, unabhéngig sind. Wir variieren zunéchst
nur nach 9%, setzen also dg,3 = 0. Danach variieren wir nach g,g mit 69% = 0.

Bei der Variation nach 9 erhalten wir mit den Formeln (C.1c) und (C.12b):

202 5V = 205 5 (DV* A U) A * (Dﬂﬁ A 195) +2p4 8 (DI A 9g) A* (19 A Dﬂﬁ)
+ 201 8(DVY) A D + p1 DI A [W A <e7 J*Dz‘}a> (&97 A (e7 DY ))}
+ p2 DI Ao A (697 A (e )" (D97 A 95) ) == (697 A (ea) (D97 7 05) ) )]
+pa DI A g A 597 A (e3)* (90 A DY) ) =* (697 A (&3] (Ve r D)) )]

C.

und mittels Formel (B.11c) und nochmals der Leibniz-Regel fiir die Variation (C.1c)

— 5DV A [2;)1 * Dy + 202V A * (Dz?ﬁ A 195) + 20405 N (19a A Dz‘}ﬁﬂ
+ 607 A [202 DIy A (DO° A 95) + 201 DI A* (9 A DY)
+ p1 DO A (e |*DVa) — p1 (€] Do) A*DD®
—p2 (e (D7 N p) ) A" (DI AVa) = p2 DI Ao A (e )* (D97 A 95)
—p1 () (e DI%) ) A (DI A 9) = p1 DI A A (e3]* (90 1 DI?)
2

_ %2 [m Do+ gyl A (Dlgﬁ/\lgﬁ) +pads At (ﬁa/\Dﬁﬁﬂ
(2.18a)
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und fiir den kanonischen Energie-Impuls des Eichfelds:

[0}

o
Tove 22

+ p2 cal (DI A9 A" (DI A05)) =202 (eal D7) A5 A* (DI A D,)

+ pucal (95 A DY?A* (DI AD5)) = 201 (eal DI”) A, A (DY N g) |

[pl €a| (Dz?ﬁ A *Dﬁg) —2p (eaJDﬁﬁ) AN*Dig

(2.18D)

Aufgrund der Feldgleichung (2.16b) mu$ fiir den kanonischen Energie-Impuls ¥, der

Materie

225, = py ea] (Dﬁﬁ A *Dﬁﬁ) ~ 2 (ea JDﬁﬁ) A*DYg

gelten.

+p2 eal (DO A0y 1% (DI N 05)) =202 (€al D7) A5 A* (DI A ,)
+ paeal (95 A DV A5 (D97 A 05) ) =201 (ea) DV7)

+2p1 D*DY,

+2p2 Do A* (DO A 93) = 202 90 A D * (DY N1

/\19 A* Dﬁw/\’ﬂg)

)
+2p4 DIy A* (V0 A DI?) = 2p1 95 A D * (90 1 D)
(2.19)

Nun variieren wir nach g,3 und setzen 69* = 0. Dazu schreiben wir die g3 explizit
in die Rumpf-Lagrangians:

Vi = p1 Gap DI A*DO° + p3 gaggns (Dﬁa A ﬁﬁ) A (Dm A 195)

+ P4 Gaphs (Dfﬁa A m) A (D195 A ﬁﬂ) .

Der metrische Energie-Impuls ergibt sich mit den Regeln (C.12a), (B.11c) und nach
Umbenennung toter Indizes. Weil dg,3 symmetrisch ist, symmetrisieren wir die bei-
den Terme, die nicht bereits von selbst symmetrisch sind:

m? =2l — 120, D0% A "DV + 4py (DI A 9)) A (DI A0,

oV H 1
8gag 202

+4p (DO A9 ) A% (Do, A9P) — 262 g7
+2p1 DY A9 A P (*DY,) (2:20)
+ 2ps (Dm A 197) A% A B <D195 A 195)

+ 201 (DI N 9°) A9 NP7 (D5 10, ) |
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2.8. Noether-Identitdten

2.3. Noether-ldentitaten

Wenn ein Lagrangian unter einer Symmetrietransformation invariant bleibt, so wer-
den die zugehorigen Noether-Identititen erfiillt. Unser Eich-Lagrangian ist durch die
Eich-Potentiale 9* und I',? translationsinvariant bzw. invariant beziiglich linearer
Abbildungen. Wir geben die zugehorigen Noether-Identitdten an und rechnen nach,
dafl unsere Groen (2.18a), (2.18b) und (2.20) tatsichlich diese Identitéten erfiillen
(dabei unterziehen wir obige Rechnungen auch einer Konsistenziiberpriifung).

2.3.1. Translations-Invarianz

Kovariante Lie-Ableitung

Translationen werden durch Lie-Ableitungen entlang eines Vektorfeldes realisiert,
vergleiche Anhang B.8 (Seite 82). Wir miissen hier aber beachten, daf§ die Trans-
lationen mit dem Eichpotential T',? der Gruppe GL(R) vertriglich sein miissen.
Wir verwenden daher die kovariante Lie-Ableitung, die als Antikommutator aus dem
inneren Produkt | und der kovarianten Ableitung D gebildet wird. Der Zusammen-
hang mit der Lie-Ableitung aus Anhang B.8 ergibt sich, hier exemplarisch fiir eine
vektorbiindelwertige Form, durch einfache Rechnung:

Lyp® =v|DY* + D (v]y®)
=] (" + T A7) +d(w]u®) + T A (v)o”)
v]dy® +d (v]9) + (0]T5%) A7 = 6% + (0|T%) A Y7 .

Herleitung der 1. Noether-ldentitat

Die Herleitung der zur Translationssymmetrie gehorenden Noether-Identitdt des
Eich-Lagrangians verlduft analog zur Herleitung der Feldgleichungen, beschriankt
auf den V|-Term. Die Variationen von g, bzw. ¥ werden durch die entsprechenden
Lie-Ableitungen ersetzt. Dies ist moglich, da beide linear sind und die gerade Leibniz-
Regel erfiillen. Die Lie-Ableitung der Metrikkomponenten L¢g,5 verschwindet, wenn
wir die Nebenbedingungen (2.14e) als giiltig annehmen:

Lﬁga,@ = UJ Dgaﬁ + D(”Jgaﬁ) = _UJ ro,@ =0. (2'21)
~——
=0, da gop Funktion
Mit dem Symbol = bezeichnen wir sogenannte schwache Identitdten, die nur bei
Erfiillung gewisser Feldgleichungen bzw. Nebenbedingungen giiltig sind.

Bei der Herleitung der Feldgleichungen entstehen durch die Vertauschbarkeit von
§ und d, nicht aber von § und D, zusitzliche 0T o”-Terme. Die kovariante Lie-
Ableitung L¢ vertauscht weder mit der &uleren Ableitung d noch mit der kovarianten
Ableitung D. Aufgrund dieses Unterschiedes kann der 6T'o”-Term nicht durch den
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2.8. Noether-Identitdten

korrekten Egl“aﬁ—Term ersetzt werden. Stattdessen leiten wir durch Betrachtung des
Kommutators von £ und D eine formale Ersetzung des 6I',”-Terms her:

LeDy® = ] DDy + D (§] DY)
"2 €] (o™ AP + D (€] DY?) + DD (%) — R A (€]9°)
= DL + (£]Rg*) A7
ANMERKUNG: Die Lie-Ableitung der Konnexion lautet

Efro/g = fJ Draﬁ +D (gj Faﬁ) = gj Raﬂ - fJ (Fa’y A F'yﬁ)
+d (§]0.") =T A (€T7) + 1,7 A (§]T07) = €] Ro” +d (€]T0") .
Da [d, 6] = 0, muf} hierzu noch
[Le d) = —d (£]Ta")

addiert werden, um die korrekte formale Ersetzung 6T',” — ¢|R,? zu finden.

Des weiteren kénnen wir die exakten Terme in Gleichung (2.13b) nicht vernachléssi-
gen. Wir setzen daher in Gleichung (2.13a) die Lagrange-Multiplikatoren A\*g und
uaﬁ und den Materie-Lagrangian Lyjaterie gleich Null, und ersetzen die Variationen
geméf

0gap — —€|Qup , 0% — L9 = £ DI + D (£]9%) , T.° — €| R, .

Damit ergibt sich unter Beachtung, dafl der Eich-Lagrangian V| eine skalarwertige
4-Form ist:

V|

B
d(EJV)) = LV = — (£]Qap) A ag‘jlﬁ + (am}a +D(gwa)) Aok

o o Al AL
+D (¢/Dv" + D (&) )>A8D0a+(§JRaﬁ)A (19 Aamﬁ)

—a((el0) A ok + €Dy n 50

o Al o Al Al
— (&Y )ADaWJr(gJDﬁ )A<8q9a+D8Dz9a>

oV aV,
o 16} I o Il
+¢] (Rg AV )/\ 5Dga (£]Qap) A Do (2.22)

Nebenbed. (2.14e)
S d((éjﬁa)/\Ea—(ngﬁo‘)/\Ha>

— (£]9Y) NDE, + (£|DV*) N (Eo — DH,,) .

Diese Gleichung nimmt die Form A + dB = 0 an, wobei A = £*A, und B = £%*B,,.
Daher gilt

E*N(Aq +dBy) +d§* NB, =0.
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2.8. Noether-Identitdten

Der Term B, muf} gleich Null sein, falls lokale Translationen eine Symmetrie bilden
und entsprechend muf} der Term A,+dB,, verschwinden, wenn die globale Translation
mit konstantem ¢ eine Symmetrie ist.

Fiir den Fall, daf die Nebenbedingungen (2.14e) erfiillt sind, kénnen wir mit £ = {%e,
erkennen, dafl fiir Translationsinvarianz die beiden folgenden Bedingungen gelten
miissen:

eal V| = M (eajDﬁﬁ> A adl (2.23a)

goo T D8

dies ist sozusagen eine Kettenregel, und die 1. Noether-Identitdt

M o 5\ » Vi ~ 8
g (eal DO%) A 5 <= DE, = (cal DO°) A (B~ DHy) . (2.23b)

Entsprechende Identitéiten, ergéinzt um die Terme der Materiefelder, gelten fiir den
Materie-Lagrangian bei Erfiillung der Nebenbedingungen (2.14e):

L aterie L aterie
eaJ LMaterie = % + (eaJ Dﬂﬁ) A aL

0 Db
aLMauteric aLMauteric
und
aLMaterie 8LMaterie
_1)P A e VA e
(~1) (ea) W) A D=2 + D =22
oV oL -
~ B) A 2 O LMaterie
> (eaJDﬂ )/\ 5+ (ea | DY) N (2.23d)

Uberpriifung der 1. Noether-Identitit fiir den Teleparallelismus-Lagrangian

Wir rechnen nun nach, daf unsere errechneten E, (2.18b) und H, (2.18a) die beiden
Identitdten (2.23a) und (2.23b) des Eich-Lagrangians tatséchlich erfiillen.

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, daf die Gleichung (2.23a) erfiillt ist:
20% (eg| V) — %
BIYIT 5B
_ ( Y * 5 Y * 1
— e (p2 DI N0, A (DO A95) + pa DY A s 1 (01 D)
+ p1 DI A *Dﬂ7> +p1 (eg) DOY) A *DY — py DY A (e5)* DY)
— pa D05 A* (DY A D) + po (eﬁj Dz95> A5 A* (DI AY.)
— pa DT A* (9o A D) — ps ey A (eﬁj D195> A* (DI A O5)

+ 2 DI A Gy A (DI A5 ADg) + pa DI A5 A* (05 A DI A1)
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2.8. Noether-Identitdten

(B.7¢) 2p1 (eg| DY) N*D9,
)

+ 2 (eg) DI) A0y A* (DI A 95) = po DI A0y A+ (DI A 05 A1)

+ 1 (ep) DI) A5 A* (05 ADI) = py DI A A* (0 A DI A1)

+ pa (%Jmé ADs A* (DI AD-) — pa ey A (eﬁjmé) A* (DI A D)

+ p2 DI NGy A (DI A ds Adg) + pu DI Ads A* (05 A DI A D)
Hier heben sich zweimal je zwei Terme gegeneinander weg, und zweimal kénnen je

zwei Terme addiert werden, wenn man (B.4c) beachtet und die toten Indizes umbe-
nennt. Somit ergibt sich:

2 a‘/” Y *
20 egj V” ~ 598 = 2p1 (ngD’ﬂ ) A D9,
+2ps (eg) DY) A9 A* (m“S A 05) +2p4 (eg]| DY) A5 A* (197 A Dz95>
Y
8 DY

= 202 (5| DY) A n

Nun zur 1. Noether-Identitit (2.23b):

BEWEIS: Wir rechnen diese Identitédt nur fiir den Fall po = p4 = 0 nach, da bereits
an den pi-Termen das Prinzip erkennbar wird. Die anderen Terme sind analog bere-
chenbar. Die vollstdndige 1. Noether-Identitidt haben wir u. a. mit Computeralgebra-
Programmen getestet, vgl. Seite 42 und insbesondere Anhang D ab Seite 91.

Unter den Nebenbedingungen (2.14e) erhélt man nach Einsetzen der Groflen E,
(2.18b) und H, (2.18a) die 1. Noether-Identitét fiir den p;-Term:

zu zeigen

G D (ea) DIY) A*DIy + D (ea)*DIY) A DI — (60| DI) A D*DY.,
v (ea JDW) A (eg JDm) A*DY., — (ea JDW’) A <eﬁ J*Dm) A DY, .
(2.24)

Bevor wir hiermit weiterrechnen, notieren wir kurz (wobei v eine beliebige p-Form):

D(ea9?)=D53=0

(ea JDﬁﬂ) A (e)) A (ceaﬁﬂ) A(egli) . (2.25)

Wir isolieren in (2.24) durch Anwenden der Regeln (B.7c¢) und (B.11c) jeweils den
Ausdruck Dd,. Mit der Definition von L., und der eben notierten Regel (2.25)
erhalten wir

D19.Y/\[ % (Dea|DOV) + D (6] *DO7) + ea] (D* D7)
4 ((eaJDv“ﬁ) A (ngDm)) - (eaJDﬁﬁ) A (ng*DW)]
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Nelgelrilbed.
(2.14¢) qu[ —*Lo, DY + Lo, DO

+7 ((£0,9°) 7 (e5)D0)) = (£e,9”) A (es) DI ]
(2.26)

In der Klammer steht die Regel (C.12b) aus Anhang C. Diese gilt auch fiir die Lie-
Ableitung L¢, da die Lie-Ableitung nur die Voraussetzung [4,d] = 0 nicht erfiillt,
diese aber bei der Herleitung von (C.12b) nicht benutzt wurde. Die Terme mit der
Variation nach der Metrik treten bei der Lie-Ableitung aufgrund Gleichung (2.21) und
der Nebenbedingung Q.3 = 0 nicht auf. Da also die Klammer in (2.26) verschwindet,
ist somit die 1. Noether-Identitét fiir den pi-Term gezeigt; der Beweis fiir die Terme
der beiden anderen Rumpf-Koeffizienten verliduft analog. ]

Somit ist iiberpriift, dafl der Eich-Lagrangian des Teleparallelismus translationsinva-
riant ist.

2.3.2. Invarianz beziiglich linearer Abbildungen

Herleitung der 2. Noether-ldentitat

Die Herleitung der Noether-Identitéit, die zur Invarianz unter Transformationen der
Gruppe GL(IR*) gehort, kann man exakt analog zu der Noether-Identit#t der Trans-
lationsinvarianz durchfithren. Da die lineare Abbildung w,? nicht mit der &uBeren
Ableitung vertauscht, miissen wir auch hier in Gleichung (2.13a) das 6T',° formal
ersetzen.

Da das Eichpotential I',? der Eichung der linearen Gruppe unverindert in unseren
Lagrangian eingeht (anders als bei 9%), kénnen wir die Ersetzungen der Variation
direkt aus den Eichtransformationen aus den Abschnitten 1.2.2 bis 1.2.5 iibernehmen,
siche Gleichungen (1.21b), (1.23) und (1.24):

09 — —wBaﬁﬂ R (5Fﬁa — DwBO‘ R 5gag — Wag + Waa -

Um die Noether-Identitét des Eich-Lagrangians zu erhalten, setzen wir diese Trans-
formationen in (2.13a) ein, wobei wir zusétzlich die Lagrange-Multiplikatoren A®g
und ,uaﬁ und den Materie-Lagrangian Lyiaterie gleich Null setzen. Es ergibt sich:

§V) = (Wag + wpa) A W wg®® A My +D (—wﬁaﬁﬁ) A M
I 09as dve 8 DY
+ Dws® AP A My
7 d DY’

Die ungerade Leibniz-Regel (B.7c) und die Tatsache, dafl E?g—‘:”ﬁ symmetrisch ist, fithrt
zu
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2.8. Noether-Identitdten

Da dies fiir beliebige w’® gelten muB, ergibt sich damit die 2. Noether-Identitit
—mge +Ug ANEy —DIgNHy=0. (2.27a)

Anders als bei den Noether-Identitéiten zur Translationsinvarianz tritt bei der Her-
leitung kein Term auf, der dw,” enthilt. Die lokale Symmetrie unter linearen Ab-
bildungen ist also automatisch erfiillt. Dies liegt gerade an der Tatsache, dafl hier
das zugehorige Eichpotential T',? direkt in den Lagrangian eingeht und fiir lokale
Invarianz unter GL(IR*) sorgt. Das Eichpotential der Translationsinvarianz hingegen
geht nur tiber die Modifikation (1.22) in den Lagrangian ein, so dafi dort noch die
Identitat (2.23a) erfiillt sein mus.

Eine entsprechende 2. Noether-Identitét, ergdnzt um die Terme der Materiefelder,
gilt fiir den Materie-Lagrangian:

oL aterie
—0pa + U5 A Sa+ DAgy = — (Lga¥) A % , (2.27h)

wobei der formale Ausdruck Lg,V unspezifiziert bleibt, da wir die Materie nicht
néher festlegen wollen.

Uberpriifung der 2. Noether-ldentitit fiir den Teleparallelismus-Lagrangian

Wir rechnen dies fiir den Eich-Lagrangian des Teleparallelismus (2.8) nach, wobei
wir fiir H, Gleichung (2.18a) und fiir m,p Gleichung (2.20) einsetzen und E, direkt
aus (2.17) ablesen:

202 (—m“ﬁ — DO A HP + 9% A Eﬁ)

= —dpy (DY N 9D) A * (DI A D,) — apy (DI A 57) 75 (Do 2 9)
—2p1 DV A*D9P + py g*° DY A* DY,
+p2g®P DO A, A (Dv&“S A 195) ¥ 02 g8 DI A5 A (797 A Dﬁé)
— 201 DO A D% A B (DY) — 2ps (Dm A 197) A9 A B (Dﬂ‘* A 19(;)
— 2 (Dm A 195) A9 A eﬁJ*(Dm A 197> + 201 DY A * D
+ 2p2 DI A 9O A (Dm A 197) + 204 DI Ay A *(ﬁﬁ A Dm)
+2p20% A DI A (DY N0y ) = pa 9 A DI N A ()7 (DO A D,) )
+2p49% A DI A (9, A D7) = py 9 A DI Ay A () (95 A DY) )
+ p1 0% A DY A (eﬂ J*DM — 9% A <eﬁ 1 (DO A 197)) (DﬁfS A 195)
— 1 A (eﬁ JDﬁv) A*DYY — pg 6% A (eﬂ 1 (95 A Dm)) A <D195 A 197>
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Wenn man die Symmetrisierung ausschreibt und Regel (B.11c) beachtet, heben sich
alle Terme, die kein e’ und kein ¢®° enthalten, gegeneinander weg. Also ist der
Ausdruck

= p2g*8 DOV A Dy A <D195 A 05> ¥ 01 g8 DI A5 A (197 A D795>
+ p19™7 DI A DYy = 205 (DI A D, ) AD* AP (DI A5
— 201 DO A AP (DO — 24 (Dm A 795) A9 A eﬁJ*(Dﬁa A 197)
— 02 0% A DO A 95 A (eﬁj* DmAm))
— pr 0 A DY Ay A ()7 (951 D))
+ p19% A DYT A (eﬂ J*Dz%) — 2% A (eﬂ | (DO A 197)) A (D795 A 195)
— 9% A (eﬁJDm) A*DIY — pg9® A (eﬁj (95 A Dm)) A (DﬁfS A 197)
B2 5y g% DYY A9, A+ (Dﬁé A 05) ¥ 01 g8 DI A5 A (197 A Dﬁé)
+ p19%7 DY A DY + ppt™ A (DY Ny ) A e[ (DI A )
— pr 0% A DIV A eP] (DD + pad® A (Dm A 795) Aef J*(Dﬁ(; A 197)
— a9 A <eﬁj (DO A 197)) A (DﬁfS A 195)
A (eﬂ JD&W) A*DYT — pg 6% A (eﬂ 1 (95 A Dm)) A (D195 A ﬁy)
BI9 g
Hierbei wurde fiir die letzte Gleichheit Regel (B.7c) auf die letzten drei Terme ange-
wandt und e |9% = ¢7* benutzt.

Somit bestétigt sich auch die Lorentz-Invarianz unseres Eich-Lagrangians V).

Auswirkung auf die Feldgleichungen

Nachdem wir die 2. Noether-Identitdten (2.27a) und (2.27b) fiir den Eich-Lagrangian
bzw. den Materie-Lagrangian hergeleitet haben, erkennen wir, dafl die symmetrischen
Anteile dieser Identititen der linken bzw. rechten Seite der Feldgleichung (2.16a)
entsprechen, wenn die Materiefeldgleichung (2.14d) erfiillt ist. Also wird die Feld-
gleichung fiir die Metrikkomponenten g, durch die Invarianz des Lagrangians unter
linearen Abbildungen automatisch erfiillt, wenn die Materie-Feldgleichung bereits
erfiillt ist. Die Feldgleichung (2.16a) erweist sich damit als redundant.

Auch der antisymmetrische Teil der 2. Noether-Identitéiten steht mit einer Feldglei-
chung in Verbindung, wenn die erste Feldgleichung (2.16b) und die Nebenbedin-
gungen (2.14e) erfiillt sind. Um dies zu sehen, wenden wir auf die zweite Feldglei-
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chung (2.16¢) die kovariante Ableitung an:

D (19[“ AHA) — DDA = prof — pAles]

(2.16b),
(2-:1>46) Dole n gP — gle A BA — pAles] 4 gle A w261

Bei erfiillter Materiefeldgleichung (2.14d) ergeben sich also die antisymmetrischen
Anteile der 2. Noether-Identitéten (2.27a) und (2.27b).

Da also die Feldgleichung (2.16¢) die Feldgroen nicht iiber die Noether-Identitédten
hinausgehend festlegt, erweist sie sich somit als (nicht-eindeutige) Bestimmungsglei-
chung fiir den Lagrangemultiplikator A“g, der fiir das Verschwinden der Kriimmung
sorgt.

Uberpriifung der Noether-ldentititen mit Computeralgebra-Programmen

Da wir uns im Abschnitt 2.6 mit Losungen einer speziellen teleparallelen Theorie
beschiftigt haben und wir die Losungen mit Computeralgebra-Programmen iiber-
priiften, standen uns verschiedene Ansitze fiir Losungskobasisfelder zur Verfiigung.
Diese Ansitze erfiillen noch nicht die Feldgleichungen, so daf} sie zum Testen von
starken Identitdten geeignet sind.

Wir haben solche Tests fiir die Kettenregel (2.23a) und die Noether-Identitéten
(2.23b) und (2.27a) durchgefiihrt, wobei wir nochmals iiberpriifen konnten, daf§ wir
uns bei den Grélen E, (2.18b), H, (2.18a) und m*? (2.20) nicht verrechnet haben.
Insbesondere war es moglich, da einige Ansétze die Nebenbedingung verschwinden-
der Kriimmung noch nicht erfiillen (allerdings verschwindet die Nichtmetrizitét), die
starke 1. Noether-Identitit, die man aus (2.22) ablesen kann, fiir beliebige Rumpf-
Koeffizienten zu testen. Die einzelnen Computeralgebra-Programme haben wir in
Anhang D ab Seite 91 abgedruckt.

2.4. Unterschiedliche Konnexionen

Bei der Herleitung der 2. Noether-Identitit haben wir gesehen, dafl der Teleparal-
lelismus-Lagrangian (2.8) automatisch lokal Lorentz-invariant ist. Diese Eigenschaft
resultiert aus der Verwendung der kovarianten Ableitung im Lagrangian. Wir wollen
nun untersuchen, ob man unter bestimmten Umsténden die kovariante Ableitung im
Lagrangian durch die duflere Ableitung ersetzen kann, also die implizite Abhéngigkeit
von der Konnexion I',” aus dem Langrangian eliminieren kann.

Im Abschnitt 1.3.1 (Seite 17) hatten wir festgestellt, dal der allgemeine MAG-
Lagrangian, insbesondere also der Teleparallelismus-Lagrangian, nicht explizit von
der Konnexion T',? abhingt, da man sie nach [Ha95] punktweise (bzw. nach [1197]
sogar entlang von Kurven) zum Verschwinden bringen kann, indem man die Kobasis
an jedem Punkt geeignet dreht.
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Im Teleparallelismus kann man nun sogar eine Kobasis 9% finden, in der die Konne-
xion global verschwindet:
R
F&BV =

Dazu dreht man die Kobasis an einem beliebigen Punkt so, dafl die Konnexion an
diesem Punkt verschwindet. Da die Parallelverschiebung im Teleparallelismus weg-
unabhéngig ist, kann man nun die gedrehte Kobasis eindeutig parallel verschieben.
Das so erhaltene Kobasisfeld 99 ist also automatisch parallel, so daf die Konnexion
beziiglich dieser Kobasis iiberall verschwindet.

Wir kénnen nun fordern, daf§ die parallelen Kobasisfelder und die zugehorigen Ba-
sisfelder eine bestimmte Form annehmen und so spezielle teleparallele Theorien aus-
zeichnen.

2.4.1. Spezielle Konnexionswahlen

Flache Konnexion

Eine spezielle Konnexion I',” withlen wir aus, indem wir verlangen, daf die holono-
mem Basisfelder 9; parallel sind:

also
Pyt =
Natiirlich verschwindet die Kriimmung R;;;™ in holonomen Koordinaten,
Ripg™ = 20;Lyy™ + 2T, " Ty = 0,
und daher, weil die Kriimmung ein Tensor ist, beziiglich beliebiger Basisfelder.

Auch die Torsion verschwindet:

wiederum beziiglich beliebiger Basisfelder, weil die Torsion ebenfalls ein Tensor ist.

Obige Forderung beschrénkt eine teleparallele Theorie also auf den speziellen Fall des
Teleparallelismus eines flachen Raums. Wir nennen die Konnexion T',? daher flache
Konnezxion.

Wir geben nun noch die flache Konnexion beziiglich einer beliebigen Kobasis ¥* an.
Dazu:

Vere (e%05) = ei” (caci”) o5 + e, Ve, (e)
d:ef (8i€jﬁ) €s + eiaejﬁf‘aﬁ’ye'y

= (&-eﬂ + 6]'61;1',37) €y ; 0.
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Da die e, eine Basis bilden, mufl die Klammer verschwinden. Durch Multiplikation
mit e/, erhiilt man die Konnexion beziiglich 9

f‘iaw ; —eja aieﬂ = Ej’y @-eja . (2.28)

Fiir die Beschreibung eines flachen Raums miissen wir also die kovariante Ableitung
im Lagrangian mit der Konnexion (2.28) durchfiihren.

Normal-Konnexion

Fiir eine andere spezielle Konnexion verlangen wir, daf§ die Losungskobasis 9 und
entsprechend die Basisfelder e, der teleparallelen Theorie selbst parallel sind:

"V, (eg) = "Tagles =0,
also
" =0 (2.29)

Da man Umgebungen, bei denen die Konnexion an einem Punkt oder entlang einer
Kurve verschwindet, Normal-Umgebungen nennt, bezeichnen wir diese Konnexion als
Normal-Konnezxion.

Natiirlich ergibt sich auch hier sofort, dafl die Kriimmung verschwindet. Wir haben
somit in der Tat eine teleparallele Konnexion vorliegen.

Die Torsion berechnet sich nach Definition zu

nTaﬁ’ye’Y = nvea (eﬁ) - nveﬁ (ea) - [eaa eﬁ] = _[eaa eﬁ] = Caﬁ’ye'y )
wobei C,37 das Anholonomieobjekt der Tetrade ist. In diesem Fall kénnen wir die
kovariante Ableitung durch die duflere Ableitung ersetzen.

2.4.2. Aquivalenz unterschiedlicher Konnexionen?

Wir untersuchen nun, ob die Losungskobasis des in irreduzible Stiicke () D9, sie-
he (2.4), zerlegten Lagrangians

3
V= 2—22 > ar (Dvan*DD9") (2.30a)
I=1

bei speziellen Koeffizientenwahlen a; auch gleichzeitig Losung einer lokal Lorentz-
invarianten teleparallelen Theorie mit Normal-Konnexion sein kann. Dazu iiberpriifen
wir, ob es eine Transformation des Lagrangians (2.30a) auf einen Lagrangian mit
Normal-Konnexion gibt,

3
V= 2—22 > ar (0 n*Dav*) (2.30b)

I=1
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so dafl beide Lagrangians dquivalent sind, d.h. sich nur um einen exakten Term
unterscheiden.

Eine solche Transformation muf3 die Konnexion dndern, wiahrend die anderen Feld-
variablen unveréindert bleiben:

55F5a = Eﬁa , 0:.9% =0, 55gaﬁ =0. (2.31)
Hierbei ist £3” eine tensorwertige 1-Form. Sie ist nicht vollig beliebig, da sie die
Nebenbedingungen (2.14e) unveréndert lassen mufl. Um dies zu gewéhrleisten, stellen
wir zwei Bedingungen an e3%:
g = _ghx (2.32a)
Deg® =0. (2.32b)
Durch Bedingung (2.32b) bleibt die Kriimmung Null unter der Transformation:
55R/3a = 55d1“5"‘ + 551—‘7& A Fﬁﬁ{ + F,ya VAN 551—‘57
.32b
= d&‘ga — F57 /\87a + Fva /\Eﬁ'y = D&'ga (23:2 ) 0,
die andere Bedingung sorgt entsprechend dafiir, dal die Nichtmetrizitat Null bleibt.
Wir wenden die Transformation auf (2.13b) an und setzen die beiden Lagrange-
Multiplikatoren, den Materie-Lagrangian und die Materiefelder gleich Null. Dann
ergibt sich:
8-Vl = —ea” NO* N Hp . (2.33)

Bevor wir hier weiterrechnen, fiigen wir eine kleine Zwischeniiberlegung ein.

Verdrehung

Die lineare Konnexion kann in ihren Riemannschen und ihren post-Riemannschen An-
teil zerlegt werden, I'g3® = I'g® — K3, wobei ['g® die Standard-Christoffel-Symbole?

~ 1
Tap = 5 [e(1)d9pa) + e(y)eal O] 07
(2.34)

1 1
= gdgaﬁ =+ (e[aJ d.gﬁh)ﬁ7 + e[aJ Cﬁ] - g(eaJ eﬁJ C’Y)ﬁ7

bezeichnet (die geschweiften Klammern sind die sogenannten Schouten-Klammern
{afpv} = afy — Bya + yaf) und Kg* die sogenannte Verdrehung (englisch: con-
tortion) ist. Der post-Riemannsche Anteil wird bei verschwindender Nichtmetrizitét
von der Torsion verursacht. Wir definieren die Verdrehung daher implizit durch

T := —Kz* A0° und Kuop = —Kgq - (2.35a)

Explizit ergibt sich die Verdrehung dann durch

1 1
Kop = ejo]Tp) — 5 (ealeg]Ty)9" = 2eo|Tg — 5 ealeg) (Ty NO7). (2.35b)

2Die Standard-Christoffel-Symbole werden meist nur in holonomen Koordinaten angegeben, wo sie
in Komponenten das tiblichere Aussehen I';;, = % 0(igk;y annehmen.
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2.4. Unterschiedliche Konnexionen

BEWEIS:
1 . 1 5 .
=5 (ealea)Ty) 07 = =3 (cales) (~ Ky 1 97) ) 0
1 1
= 3 (ep)]Kay) N7 — ) (ea] Kpy) N U7
B.7c) 1 1 1 1
(B1) 5 €8] (Ko A7) + 5 Koy — 5 0] (Kgy A7) = 2 Ko
1 1
= ieaJTﬁ - §€5JTa + Kag .
Dies ergibt den ersten Teil der expliziten Formel. Fiir die zweite Gleichheit rechnen
wir:
1 (B.7c) 1 1
5 (ealea) Ty 0 L7 —Zea] ((ea) ) A97) = Sesl T
B.7 1 1 1
o —5¢alep] (Ty A7) + SealTs — Sep]Ta s
somit gilt:
1 - 1 .
ela) T — 5 (eales) )V = 2e1q] Ty — 5 ealeg] (Ty NO7). .
Wir berechnen nun K A 1q,,,. Mit dem expliziten Ausdruck (2.35b) ergibt sich:
1
K™ Ao = = (€| T") A thagur + 5 (€] e’ |T5)9° A Noyuw- (2.36)
Um den ersten Summanden bestimmen zu kénnen, beginnen wir mit
—eplep]n,=0 AT ist 5-F
(T Ay ET R (T ) =T e AT
= et |T = —*(@W, e |T) "2 7 (2.37a)
wobei T := e, |T. Wir wenden nun das innere Produkt e, | an und erhalten:
(ea) e |T) Ny — (e*]TY) Ao = —ea|*T, (2.37b)

und somit ergibt sich schlieBlich fiir den ersten Summanden von (2.36):
(") A g = —€a*T = (ea) " |T%) s = —*(T' A D) = *(8,0 A 0, €0 T7)

(B8 BT) w90 AT — Ty + ea| (9" NT)) . (2:37¢)

Den zweiten Term auf der rechten Seite von (2.36) kann man wie folgt umformen:

1 » (B.14b) 1 » »
§(e“Je 1T5)9° A oy = 3 (W Ny et |e’|To =0, NIg e’ |T + 9o NIy et |T)
BE) (LT, 4 90 AT). (2.37d)
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2.4. Unterschiedliche Konnexionen

Durch Addition der beiden Terme (2.37¢) und (2.37d) erhalten wir:
K" Aoy =*(—2T0 + 294 AT + e | (9" AT)))
D (L20g, 44O, + O, (2.38)

Anwendung der Rechnung auf die Transformation

Aus dem Ausdruck (2.18a) fiir den Eichfeld-Impuls und dem Eichfeld-Lagrangian
(2.8) kann man ablesen, daf

1 «
Vj =5 DV" A Ha (2.39)

gilt. Insbesondere kann man daher den Eichfeld-Impuls in die Hodge-Dualen der
irreduziblen Teile der Torsion zerlegen:

w

1 * (I
H, = —E—QZaI D py,, .
I=1

Fiir die speziell Wahl

1
alszIR, as —2]{7, a3:—§k‘

koénnen wir das H, in (2.33) durch den Ausdruck (2.38) ersetzen:

(2.32a), I
B.14b
( = ) —— P A (K7 A Ny + K/gﬁf A na'y) .

k
e NN KM A g o

0V = 3@

Wir verwenden nun die post-Riemannsche Aufspaltung der kovarianten Ableitung
Dnag = Dnag — Ko7 A1y — Kg7 Ao, und die Riemannsche Identitét

5770[5 = DY A Napy = 0 A Napy =0 .

Damit ergibt sich

k (8}
65‘/” :2—€2€ B/\D?]a/g

Der letzte Schritt ist nun, Bedingung (2.32b) zu beachten, so dafl man

k (87
-0 ) a0

erhilt. Da exakte Terme die Wirkung nicht veréindern, erlauben also reelle Vielfache
der Koeffizientenwahl

a; = 1 5 as = —2 s az = — (2.41&)

1
2
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2.5. Aquivalenz eines speziellen Teleparallelismus zur Einsteinschen Theorie

bzw. nach (2.9a) reelle Vielfache der entsprechende Koeffizientenwahl fiir die Rumpf-
Lagrangians

pP1 = 0 y P2 = —= P4 = 1. (2.41b)

eine Losungskobasis mit Normal-Konnexion und erfiillter lokaler Lorentz-Invarianz.

Die Koeffizientenwahl (2.41a) wird Finstein- Wahl genannt (im néchsten Abschnitt
wird klar, warum). Fiir diese teleparallelen Theorien reicht es also, den Lagrangian
(2.30b) anzusetzen. Durch die automatisch gegebene lokale Lorentz-Invarianz fiir die
Koeffizienten (2.41a) kann man die erhaltene Kobasis spéter drehen und erhélt dann
nicht-verschwindende Konnexionen in den gedrehten Kobasisfeldern.

Unterschiedliche Metriken
Eine ganz &hnliche Fragestellung stellt sich bei der Wahl der speziellen Metrik (1.13).

Verzichtet man namlich auf die Forderung, dafl ein Lagrangian unter beliebigen li-
nearen Abbildungen invariant ist, und beschrinkt man sich auf die Invarianz des
Lagrangians unter Lorentz-Transformationen (im Fall verschwindender Nichtmetri-
zitét also auf die Invarianz unter Poincaré-Transformationen, vgl. (2.21)), so bleiben
die Metrikkomponenten g,g unverdndert unter diesen Eichtransformationen, vgl. Ab-
schnitt 1.2.5. Die orthogonale Metrik (1.13) ist dann eine ausgezeichnete Metrik (so
wie eben die Normal-Konnexion eine ausgezeichnete Konnexion war). Theorien mit
verschiedenen Metriken sind i. a. nicht d4quivalent, da sie nur iiber eine lineare Abbil-
dung ineinander iibergefiihrt werden kénnen, unter der der Lagrangian meist nicht
invariant bleibt. Da wir fiir Losungen in dieser Arbeit aber nur Poincaré-Invarianz
und nicht Invarianz unter linearen Abbildungen fordern wollen, gehen wir auf diese
Frage nicht weiter ein.

2.5. Aquivalenz eines speziellen Teleparallelismus zur
Einsteinschen Theorie

Wir zeigen nun, dafl die teleparallele Theorie mit Koeffizienten nach der Einstein-
Wahl (2.41a) dquivalent zur gewohnlichen Einsteinschen Allgemeinen Relativitéts-
theorie ist. Beide Theorien lassen in der bisherigen Beschreibung nur skalare Materie
und Eichbosonen (ganzzahliger Spin) zu, denn es gilt Jj, A Eg — 9| AdHg = 0. Ab-
weichungen in der Spin-Prézession zwischen beiden Theorien, siche [Rum79, Nit80],
sind in der bisherigen Beschreibung also nicht eingeschlossen.

Zunichst betrachten wir die Normal-Konnexion 0 = "I'g® = fgo‘ — K3%. Wir stellen
fest, dafl wir in allen Formeln mit Koeffizienten nach der Einstein-Wahl die Verdre-
hung K,” durch das Negative des Christoffelsymbols —I',? ersetzen kénnen.
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2.5. Aquivalenz eines speziellen Teleparallelismus zur Einsteinschen Theorie

Analog zum Abschnitt 2.4.2 auf Seite 47 konnen wir das H, in (2.39) durch den
Ausdruck (2.38) ersetzen,

Vi = g K A

und jetzt das Christoffelsymbol in den Lagrangian einbringen und weiter umformen:

APV = d0* ATV A gy = d (19“ ATPY A %m) +9%ANd (fm A mm)

(B.8a),
(B.18a)

=" —2d (f[” A nm) + 0% AT A (e |ngy) — 0% ATPY A d9° Atjagpys -

Wir lassen jetzt den exakten Term weg, da wir nur an der Aquivalenz der Lagran-
gians interessiert sind. AuBerdem ersetzen wir d9 mittels der Definition der Verdre-
hung (2.35a) durch einen Term, der ein Christoffelsymbol enthélt. Es ergibt sich:

2 (Bga) T8 _TBY AT O 7
4V = 2dU077 Angy — TPV AT LS ANOH A ngys
B.l4b) . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
BLD) 9 4087 A g — T AT40 Apys + D97 AT® Angs — 27 ATs0 Ang,
8 i_fvﬁ

2 (dfm +T% A ﬁ,‘s) Agy -

Wir erhalten also mit der Riemann-Kriimmung Eaﬁ = dfaﬁ —HN“Wﬁ /\foﬂ den Einstein-
Lagrangian

1 ~
VEinstein = @Raﬁ A na,@ (242)

und somit ist der Teleparallelismus mit Koeffizienten nach Einstein-Wahl tatséchlich
dquivalent zur Einsteinschen Allgemeinen Relativititstheorie (ART). Die Bewegungs-
gleichung der ART ergibt sich durch Variation nach 9¢ sofort zu

%% A Rg, = 2025 (2.43)

mit ¥, = ‘SL%/II,# Um die gewohnte Form der Feldgleichung wiederzuerkennen,
setzen wir R*8 = %Rwaﬁ 9 A 9Y ein:

1
Napy AR%Y = 7 Moy 9 A R,
(B 14b) 1 ~
Z ( a8y + 5577'yoz + 577701/6) A OH RIU,I/I@’Y
(B 14b) 1 ” ” y y ” ~
2 (5 8tmg — 6404 + 855%, — 056810 + 648k, — 6 Mg) R
(Fz

g — Rﬁamnv + Raﬁmm - R%@mna + Rﬁvmna - Ravmnﬁ) .

.-bl»—\
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2.6. Ldésungen des Teleparallelismus mit FEinstein- Wahl

Mit den bekannten Regeln und Definitionen der ART (z. B. des Ricci-Tensor Ric,s :=
R,.g" bzw. der skalaren Kriimmung R := Ric,”) ergibt sich damit in der Tat die
bekannte Einsteinsche Feldgleichung

, 1
Gop = Ricas — 3 JapR = 20*%,5 (2.44)

mit X, = Zagnﬂ.

2.6. Losungen des Teleparallelismus mit Einstein-Wahl

Fiir die teleparallele Theorie mit Einstein-Koeffizienten wurden bereits ein paar
Losungen gesucht und gefunden, z.B. [Bae80, Bae88]. Man benutzt bei der Suche
Ansitze fiir die Kobasis und die Torsion, da man i.a. direkt Losungen einer Poin-
caré-Eichtheorie sucht und man daher zur Erzeugung der Kriimmung nichttriviale
Konnexionen benétigt. Die Losungen einer teleparallelen Theorie treten dann als
Spezialfélle nach einem Grenziibergang auf (vgl. dazu z. B. [PS85a]).

Wie wir im Abschnitt 2.4.2 gezeigt haben, ist fiir den Einstein-Fall die Vorgabe
einer Konnexion aber iiberfliissig. Es reicht, alleine die Kobasis durch einen Ansatz
vorzugeben. Da die Vorgabe der Konnexion iiber die Torsion den Ubergang zu einer
Theorie mit dynamischer Kriimmung im Blickfeld hat, hat das spezielle Aussehen des
Kriimmungsterms im Lagrangian Riickwirkungen auf die spezielle Form der Torsion.

Wir geben im folgenden die Baekler-Losung aus [Bae80] und die McCrea-Kerr-Losung
aus [Bae88| an. Wir vergleichen dabei das Aussehen der Konnexion und der Torsion,
die sich mit dem speziellen Torsionsansatz aus den Zitaten ergibt, mit der Form,
die sich alleine aus Vorgabe des Kobasis-Ansatzes (also mit verschwindender Kon-
nexion, also einer Normal-Konnexion) ergibt. Fiir die Rechnungen verwendeten wir
Computer-Algebra-Programme, die im Anhang D ab Seite 91 abgedruckt sind. Die
Programme fiir die Ansétze, wie sie in [Bae80, Bae88] verwendet wurden, befinden
sind auf den Seiten 94 bzw. 96.

Baekler-Losung

Bei der Baekler-Losung [Bae80] handelt es sich um die Schwarzschild-Losung fiir den
teleparallelen Einstein-Fall. Die Losungskobasis lautet also:

o=y J1= 2" (2.45a)
T
N 1
. S (2.45b)
1— 2m
9 =rdo, (2.45¢)
9 = rsin(6) d . (2.45d)
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2.6. Lésungen des Teleparallelismus mit Einstein- Wahl

Die Konnexion des Baekler-Ansatzes hat folgendes Aussehen (vgl. [Bae80]):

WQ?T%:_%_;L_ﬁ@ F%ZJ@:_%_;L_ﬁ@
r 1_ 2m r 1_2m
A A
I‘éf:_l“fé:l@_@);ﬁé’ anf:_rfa):}(l_@) L g,
r r 2m T T 2m
1-== 1—2m
T T
AR I S b — _péh _ _ot0) 4o
T 1_2m r

Wir geben nun die Torsionen an:

Baekler-Ansatz:

SEA — 9" A9 |
(97 07 =07 n )
(NAﬁ@—WAﬁﬂ.

Ansatz mit verschwindender Konnexion:

m 1

Tf:__Q—ﬁf/\v“f’,
r? 1 _2m
\/1-2
" =0,
1— 2m
A Y
T
. . 1—2m .
T? = cot(h) ¥ AP + L—T- 9" A 9? .
r

McCrea-Kerr-Losung

Die McCrea-Kerr-Losung [Bae88] ist fir Aeg = k = 0 die Kerr-Losung fiir den tele-
parallelen Einstein-Fall. Die Losungskobasis lautet:

M:V%(ﬁ+@mﬂmw), (2.46a)
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2.6. Ldésungen des Teleparallelismus mit FEinstein- Wahl

9" = %dr,
W =vxdo,

9% — \/g sin(9) (jo dt+ (r2 + j2) d¢)

mit den Funktionen

A(r) == —2mr + 1% + 52,
Y(r,0) :=1* + ji cos*(0) .

(2.46D)

(2.46¢)

(2.464)

(2.47a)
(2.47D)

Wir geben zunéchst die Torsion an, die sich mit dem Ansatz aus [Bae88] ergibt:

—y/cos?(0)53+r? (((ﬁf/\ﬂé—ﬁ’:/\ﬂé) sin(0)jo+2 /75 —2 mr+r219é/\19¢2> cos(0)jor

Tt =
((cos2(9>jg +2)? (2 = 2mr + ,,2))
T =Tt
cos2 (@178 172 (98 w00 — 0" n9P) (9 A9 — 7 A 9% cos(6) o) mr
79 = |
V2 —2mr + 12 (cos2(0)52 + 7‘2)2

—\/J2—2mr+r? (c052 (9)j(2)77“2)19£/\19f7 (195/\19(2’719?/\19&’) sin(9)j0r2>m

Vg —2mr+1? (cos2(9)jg + 7‘2)2

Und schliefflich die Torsion, wenn man von einer Normal-Konnexion ausgeht:

52

T =
P

é:

T =

((m—r) cos? (G)jg-i—jgr—mrz) ) (§8—2mr+r?) cos(0) 19@/\19(;]'0
+4/j2—2mr+r2 cos(6) sin(6) 195/\1993‘3

Veos2(0)32 +r2\/j2 — 2mr + r? (COS2(9)jg + r2)
cos(0) sin(#) 9" A 99 32

cosz(H)jg +r2 (COSQ(H)jS + 7“2) ’

\/jg—Zmr+r219’:/\z9ér

cos?(0)j2 + r2 (cos?(0)j2 + r?) ’
( Jje—2mr+r? 97 AYP 42 sin(9)19£/\19’:j0> sin(0) r
—i—(jg—H“Z) cos(0) 90 A9?

cos?(0)j2 + r2 (cos?(8)j2 + r2) sin(6)



3. Alternative Theorien

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit zwei alternativen Theorien, die die Vor-
gehensweise von Eichtheorien verlassen. Beide Theorien haben gemeinsam, dafl die
Rosen-Yilmaz-Metrik Losung von ihnen ist. Wir stellen daher zunéchst diese Metrik
vor. Danach beschéftigen wir uns mit eingeschrankten Variationen bzw. der Maxwell-
Theorie als Vergleichsobjekt fiir eine Theorie mit externem Feld. Wir beschreiben
danach die Theorie von Kaniel und Itin [Ka97] und abschliefilend eine teleparallele
Version der Rosen-Theorie [Ro73, Ro74].

3.1. Vorbetrachtungen

3.1.1. Die Rosen-Yilmaz-Metrik

Die Metrik, die 1958 von H. Yilmaz vorgeschlagen wurde [Yi58], ist durch

g=e T d— e (da? + dy? + d2?) (3.1)
wobei 72 := x? + y? + 22, gegeben. Da Yilmaz diese Metrik spiter durch Para-
metrisierung verallgemeinert hat, vgl. z. B. [Yi76], nennen wir die Metrik (3.1) zur
Unterscheidung von den Verallgemeinerungen Rosen-Yilmaz-Metrik, da sie Losung
der bi-metrischen Theorie von Rosen [Ro73, Ro74] ist.

Wir wihlen nun die Kobasisfelder so, dafl die Metrikkomponenten orthonormal sind,
also die Metrik die Form (1.13) annimmt, da unabhéngige Metrikkomponenten nur
redundante Feldgleichungen implizieren, vgl. Abschnitt 2.3.2 auf Seite 41. Die zur
Rosen-Yilmaz-Metrik gehdrende Kobasis lautet dann

m

9 =e T dt, (3.2a)
0% = e dr (3.2b)
W =er dy, (3.2¢)
0% =ev dz . (3.2d)

Wir vergleichen nun diese Metrik mit der Schwarzschild-Metrik. Dazu Taylor-néhern
wir die Metrik-Komponenten ggp und gq1 bis einschliefflich zur dritten Ordnung. Fiir
die Schwarzschild-Metrik ergibt sich

2
goo=1— Tm (exakt) (3.3a)
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3.1. Vorbetrachtungen

2m  4m?  8m? 4

911:1+T+T—2+r—3+0<r—4). (33}3)

Bevor wir die Rosen-Yilmaz-Metrik vergleichen kénnen, miissen wir sie von den iso-
tropen Koordinaten in Schwarzschild-Koordinaten umschreiben. Dazu mufl man die
Umkehrfunktion von re bilden, die wir mit f(r) bezeichnen. Die Metrikkomponen-
ten haben dann folgendes Aussehen:

goo = € 707, (3.4a)
1
g1l = 1_m . (34]2))
fr)
Wir néhern die Umkehrfunktion f(r). Man erhélt:
1 1 m 3m* 5m? -
et tas taa tO () (3:5)

Damit ergibt sich fiir die gendherten Rosen-Yilmaz-Komponenten:

2m 25 m3
goo=1-=" + 25 +o(%) . (3.6a)
2m  5m?  9m?
911:1+T+T—2+T‘—3+0<T_44>. (36]2))

In der Zeit-Komponente der Metrik weicht die Rosen-Yilmaz-Metrik erst in der drit-
ten Ordnung von der Schwarzschild-Metrik ab. Die radiale Komponente zeigt leichte
Abweichungen schon in der zweiten Ordnung.

Daher ist die Rosen-Yilmaz-Metrik (RY-Metrik) konsistent mit den klassischen Tests
der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Insbesondere beschreibt sie die post-Newtonsche
Perihel-Drehung korrekt, vgl. [Sy71, Seite 296, Fufinote 1]. Ob mit heutiger Mefitech-
nik, z. B. bei Effekten des Hulse-Taylor-Pulsars, zwischen der Einsteinschen Theorie
und Theorien mit der Rosen-Yilmaz-Metrik als Losung unterschieden werden kann,
wiére zu iiberpriifen.

Motivation fiir die RY-Metrik

Eine lebensfiihige Gravitationstheorie mufl das lokale Aquivalenzprinzip erfiillen. Ins-
besondere muf} sie die gravitative Rotverschiebung

&:AU:_mér,
w r

(3.7)

erkldren koénnen, wobei w fiir die Frequenz einer elektromagnetischen Welle steht,
die im Abstand r zu einer Masse m gemessen wird (wir verwenden hier geometri-
sche Einheiten). Die Frequenzverschiebung, die sich durch einen kleinen zusétzlichen
Abstand Ar ergibt, bezeichnen wir mit Aw.
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3.1. Vorbetrachtungen

Laut Mashhoon [Ma97] schlug Yilmaz vor, dieses lokale Aquivalenzprinzip zu einem
globalen zu erweitern. Entsprechend kann man Gleichung (3.7) integrieren und erhélt

T1 d T1
/ W / du . (3.8)
ro W 0

w(r))) _ ) — Ulr oder w(rl):ex U
In (w(r0)> =U(r1) = U(ro) , od gy = PU) = Ulro) . (3.9)

Das bedeutet,

Indem wir den Grenzwert 71 — oo bilden und die explizite Form U = —** verwenden,
ergibt sich

At(00)

At(r)

w(o0)
w(r)

Weil At(oo) nicht von Gravitation beeinfluit ist (wenn wir annehmen, dafl die Theorie
asymptotisch flach ist), kann man direkt

= exp (%) , und daher = exp (—m> : (3.10)

r

ot = e T dt baw. goo = e~ dt? (3.11)

ablesen.

Um die anderen Kobasisfelder bzw. holonomen Metrikkomponenten festzulegen,
konnte man sie analog zur Schwarzschild-Metrik modellieren. Wir erhielten dann

g~ eI — e dr? — 2 (d02 + sin? 0d<p2) . (3.12)

Diese Metrik weicht aber stédrker von der Schwarschild-Losung ab, als dies bei der
RY-Metrik (3.1) der Fall ist. Die Taylor-Niherung der Komponenten dieser Metrik
lautet:

2m  2m2  4m3

go=1-""4+ 2 - 2o (=) (3.13a)
2m  2m?  4m3

=1+ Tt 0 () (3.13b)

Es ergibt sich also eine Abweichung in der Zeitkomponente ggg bereits in der zwei-
ten Ordnung. Auch die rdumliche Komponente weicht doppelt so stark von der
Schwarzschild-Metrik ab als die Rosen-Yilmaz-Metrik (aber in die andere Richtung).
In der RY-Metrik verwendet man das daher Inverse von ggg als isotropen Vorfaktor.

3.1.2. Eingeschrdnkte Variation

Im Kapitel 2 haben wir bei der Variation des Lagrangians beachtet, daf3 die Varia-
tion & nicht mit dem Hodge-Stern * vertauscht. Anstelle dessen haben wir Formel
(C.12a) verwendet, die wir in Anhang C (Seite 85) hergeleitet haben.
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3.1. Vorbetrachtungen

Wir wollen nun die Frage untersuchen, welche Einschrankung der Variation die For-
derung

5 = *§ap (3.14)

erzeugt, wobei v eine beliebige p-Form ist. Dazu wenden wir diese Variation zunéchst
auf die Volumenform 7 an:

on=0(*1)="(01) =0, (3.15)

denn die Konstante 1 wird nicht variiert. Wir benutzen nun die Identitét
9" Ang =657 (3.16)

und variieren diese unter Beachtung von (3.15):

I Ang+ 9" Ndng =0. (3.17)
Die Vertauschungsbedingung fiir 73 lautet

ong = (") = "(00p) ,
und somit gilt

V¥ N dng =9 N*(69g) = 895 A9V = ddg A .

Hieraus folgt nach Einsetzen in (3.17)

00 Ang + 693 An®* = 0. (3.18)

Die allgemeine Anderung der Kobasis unter Translationen und linearen Abbildungen
ist durch (1.23) gegeben:

59 = —wg®9” .
Setzt man dies in (3.18) ein und beachtet (3.15), so ergibt sich die Bedingung
w4+ =0, dh o =0. (3.19)

Wenn also der Hodge-Stern und die Variation vertauschen, so ist die Variation auf
die antisymmetrischen linearen Abbildungen, die Lorentz-Transformationen, einge-
schrankt.

Wir kénnen nun umgekehrt fragen, wie die einzelnen Anteile der Zerlegung des Trans-
formationsparameters

> 1
(5195 = wa/gﬁa = w[ag]ﬁa+ Wzaﬁ ¢ + wa’oag??a y

also der antisymmetrische Anteil, der symmetrisch-spurfreie und der Spur-Anteil, auf
die Variation Hodge-dualer Formen wirkt.
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3.1. Vorbetrachtungen

Da wir schon wissen, dafl 6* = *§ auf Lorentz-Transformationen fiihrt, untersuchen

wir jetzt den symmetrisch-spurfreien Anteil 095 =5 9

(70— 6) (2 2% (=¥ (Da A ealo) * 01 (cal)
+ 0 A (ea]"0) + 05 A (al"9) )
= 3% (= ea) (93 1°6) = 5] (8 A *6)

+ 0 A (e5]"0) + 95 A (€al ™) )
=0,dayw, 7 =0

1 af * *
= 5;07‘ ( _20aﬁ ¢ "‘479((1 A (eﬁ)J gf)))
207 o A (es]*d) = 25" 97 A (es]*0)
Erars
falls ¢ nicht noch von einem anderen Feld abhéingt, nach dem variiert wird. In diesem
Fall erhalten wir also:

N2

(C.2

Fre=—7 . (3.20)

Eine analoge Rechnung fiir den Spur-Anteil ergibt eine vom Formengrad p abhéingige
Regel. Fiir p # 4 und p # 0 gilt:

St *p = 4%’ *5U (3.21)

Fiir die beiden verbleibenden Formengrade kann man keine entsprechende Formel
angeben.

3.1.3. Maxwell-Theorie als Vergleichsobjekt

Wir beschreiben hier kurz die Maxwell-Theorie in der Minkowski-Raumzeit in unserer
Notation als Modell fiir eine Theorie, bei der das Eichfeld A als inneres Feld von
der Eichung der Translation und der linearen Abbildungen (also von ¥® und I',”)
unabhéngig ist. Insbesondere kénnen wir unabhéngig von diesen Groflen nach A
variieren.

In der Elektrodynamik ist das Potential A gegeben. Der Maxwell-Lagrangian lautet
1
Lyiax = 3 dAN*dA. (3.22)

Da das Eichfeld A unabhiingig von 9* und I',? variiert wird, kommutiert die Varia-
tion nach A mit dem Hodge-Stern: 6* A = *§ A. Daher erhélt man fiir die Variation
des Maxwell-Lagrangians nach A mit der Koableitung d := —*d*:

S Lntax = A(6AN*dA) — SAN*dTdA.
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3.2. Die Theorie von Kaniel und Itin

Also lautet die Vakuum-Feldgleichung:
—*d'dA=0. (3.23)
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir stets die Lorentz-Eichbedingung
dTA=0 (3.24)

annehmen. Dann ergibt sich mit dem Wellenoperator 0 := dfd+dd!, vgl. Anhang B.9
(Seite 84), die Vakuum-Feldgleichung als

—-O0*A=0. (3.25)
Die Lorentz-Bedingung kann nicht aus dem Lagrangian
1 *
Ll = gdtAnTdia, (3.26)

hergeleitet werden, da man d*A nicht in dA ausdriicken kann. Daher ist der Lagran-
gian LIJ(/Iax unter der Eichtransformation (1.18) nicht eichinvariant:

1
Ll — Ll +*dfde A (dTA + §de5> : (3.27)
Dementsprechend erhalten wir die Wellengleichung nur in einer speziellen Eichung,

nachdem wir die Feldgleichung durch das Variationsprinzip ermittelt haben.

Obukhov machte uns darauf aufmerksam [Ob97], daBf der Lagrangian (3.26) einen
Spezialfall des Lagrangians einer Eichtheorie fiir p-Formen représentiert, vgl. [Ob82a].
Man verwendet dabei anstelle der einparametrigen Eichtransformation (1.18) die
sechs-parametrige Eichtransformation A — A + df¢ mit einer 2-Form ¢. Der Lag-
rangian (3.26) ist aufgrund der Regel (B.22b) unter dieser Transformation invariant.
Die neue ,,Lorentz-Bedingung* lautet in diesem Fall dA = 0.

3.2. Die Theorie von Kaniel und Itin

3.2.1. Die Feldgleichung

Kaniel und Itin haben in [Ka97] vorgeschlagen, einen speziellen Lagrangian zu unter-
suchen. Sie verwenden dabei eine eingeschriinkte Variation, da sie annehmen, daf3 der
Hodge-Stern und die Variation vertauschen. Die Variation wird also nur im Raum
der Lorentz-Transformationen durchgefiihrt. Da die Variation des Kaniel und Itin-
Lagrangian nach Regel (3.20) das Ergebnis Null haben wird, fiithrt diese Variation
zu keiner Einschrinkung, wenn man sie ebenfalls erlaubt. Kaniel und Itin schlielen
also nur den Spur-Anteil der Variation aus. Dies entspricht einer Nebenbedingung,
volumenerhaltend zu variieren.
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3.2. Die Theorie von Kaniel und Itin

Wir beginnen mit dem Yang-Mills-artigen Lagrangian (nach der Rumpf-Zerlegung
(2.6) also mit (DV):
Vi = dd® A*dd,, . (3.28)

Unter der eingeschrénkten Variation erhélt man, analog zu (3.23), die zugehorige
Fuler-Lagrange Feldgleichung

—*dfdy* = 0. (3.29)

Diesmal konnen wir den Lagrangian aber ergénzen. Wir folgen Kaniel und Itin [Ka97,
Gl. (7)], wechseln aber das Vorzeichen und addieren einen ,adjungierten“ Term (bei
Subtraktion ergibt sich der von der Heyde Lagrangian [Hey76], s. u.):

Vit = d9® A *ddg + d9% A *dT0, . (3.30)

Mit der eingeschrankten Variation nach 9% erhélt man nun eine zur Wellengleichung
proportionale Feldgleichung:

—*09, =34 bzw., wegen Regel (B.24b), -0, =X, . (3.31a)

In der n-Basis ausgedriickt, also mit n® = *9%, ergeben sich die (korrigierten) Feld-
gleichungen von Kaniel und Itin [Ka97]:

0N =S - (3.31b)

Die Addition des adjungierten Teils in (3.30) bricht hier nicht die Eichinvarianz, weil
nach Regel (B.18b) d*¥® und daher d'9® in d9¥* ausgedriickt werden kénnen,

d*9% = dn™ = dig A™”

wobei wir hier die Orthonormalitiat der Kobasis benutzt haben.

3.2.2. Zerlegung des Lagrangian von Kaniel und Itin

Um die Struktur des Lagrangians von Kaniel und Itin (K-I-Lagrangian) (3.30) besser
zu verstehen und um die Verbindung mit den Rechnungen in dieser Arbeit deut-
lich werden zu lassen, zerlegen wir ihn in die irreduziblen Anteile (2.5) bzw. in die
Lagrangians von Rumpf (2.6).

Den ersten Term des K-I-Lagrangian (3.30) haben wir bereits als den Yang-Mills-
artigen Lagrangian 1V erkannt. Es bleibt also der Term df9® A *dfd, = —d*0® A
*d*¥4 zu untersuchen. Unter Verwendung von (B.18a) und anderer Regeln aus dem
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3.2. Die Theorie von Kaniel und Itin

Anhang B erhilt man:
d*9% N*d*0 g = dn® A *dne = d0g A 1™ A* (dIT A ay)
=9 NP ATdIg A* (9o A0y A *dDT)
= 9 AP A*dIg A* (Do A (e ]dDT))
= — 9P A*dIg AIY A (eq] (ey]d07))
= —*dig AIO A (e |d0T) = —* (195 A (e dm)) Addg
=95 A" (ey] (97 N a0)) = do, n*do
= o NI A (9% A dD7) = 0 AT dDe = DV - OV
Wir kénnen nun die Faktoren py fiir den K-I-Lagrangian (3.30) ablesen:
pr=14+1=2, po=0, pi=-1. (3.32)
Hétten wir den adjungierten Term subtrahiert, so ergéibe sich p; = po = 0und pg = 1,
was genau dem von der Heyde-Lagrangian [Hey76] entspricht.

Wir konnen den K-I-Lagrangian (3.30) also nun in
Vit = 2d9% A *ddy — (d??a A 795> A *(dﬁﬁ A 19‘1) (3.33)

umschreiben.
Fiir die Zerlegung in irreduzible Anteile berechnen wir die entsprechenden Koeffizi-
enten dieser Zerlegung iiber die Gleichungen (2.9b). Es ergibt sich:

a1:1, a2:4, a3:1. (334)
(Im Fall des von der Heyde-Lagrangians wiirde sich nur der Faktor ag in as = —2
abwandeln.)

Also kann der K-I-Lagrangian auch in der Form
V= —% d¥* A H, (3.35)
mit dem Eichfeld-Impuls
Hy = —2*<(1)d19a +4@4ay, + (3)d19a) : (3.36)

geschrieben werden.

Wir betonen noch einmal, vgl. Abschnitt 2.4.2 (Seite 44), daf ein teleparalleler Lag-
rangian mit einfacher duflerer Ableitung anstelle der kovarianten Ableitung, also ohne
das Eichpotential Konnexion I',?, nur lokal Lorentz-invariant ist, wenn man die Ein-
steinsche Wahl (bzw. Vielfache davon) fiir die Zerlegungsparameter getroffen hat. Fiir
die irreduzible Zerlegung sind dies die Parameter (2.41a). Der K-I-Lagrangian ist also
nicht lokal Lorentz-invariant. Um dies zu &ndern, miiite die Konnexion zusétzlich
als FEichpotential auftreten und durch einen dynamischen Zusatzterm im Lagrangian
ermittelt werden.
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3.2. Die Theorie von Kaniel und Itin

3.2.3. Zerlegung der Feldgleichung

Aus der (korrigierten) K-I-Feldgleichung (3.31b) kénnen wir die Spur extrahieren,
indem wir mit ¥ iiberschieben:

-7 AOp, =97 A%, .
Zusammen mit dem spurfreien Energie-Impuls-Strom

e S — ieaj(m AT, (3.37)

vgl. auch mit [He95, Gl (5.1.11)], finden wir den spurfreien Anteil und den Spur-
Anteil der Feldgleichung (3.31b):

1
—One + ZeaJ (0 AOny) =X, (3.38a)
-9 AOp, =097 A%, . (3.38b)

Wir schreiben den spurfreien Anteil (3.38a) noch etwas um, indem wir

ea (17 NOny) = —ea|" {7 (07 AOny)} = =" (* (97 A Ony) A da)
=" (" AOny) AN*0q = =" (97 AOny) 14

benutzen. Dadurch kann das Duale der Kobasis hinter einen Differentialoperator
ausgeklammert werden:

-0 — i* (197 A\ |:|77'y) No = Zox . (3'39)

Natiirlich kann man Gleichung (3.38a) weiter in den antisymmetrischen und sym-
metrisch spurfreien Anteil aufspalten. Zu diesem Zweck beginnen wir mit der vollen
Zerlegung des Energie-Impuls-Stroms

- 1 1
Y=Y, +§19a A (ey]X7) + Zeaj (T NE,) (3.40)
in die Summe von

symmetrisch spurfreien Anteil ¥, antisymmetrischen Anteil und Spur-Anteil ,

vgl. [He95, Gl. (5.1.15)]. Eine kleine Rechnung liefert dann die Aufspaltung der Feld-
gleichung (3.31b):

—~

1 1
~Wia + 590 A(ey]On7) + Jea] (97 ADny) =X (3.41a)

1
—519& A 19g A (G-YJ On?) = ?9[& A Em , (3.41Db)
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3.2. Die Theorie von Kaniel und Itin

-9 AOn, =097 AL, . (3.41c¢)

Um den Energie-Impuls-Strom mit dem konventionellen Energie-Impuls-Tensor 7%g
vergleichen zu konnen, berechnen wir das Duale der 4-Form, die aus dem Produkt
aus Kobasis und der Energie-Impuls-3-Form ¥, entsteht:

* (790‘ A Eﬁ) =* (?9& A T'yﬁ 777) = prﬁ * (ﬁa A 777) = Taﬁ *77 = Taﬁ 1= —Tag R
also
Taﬁ =% (ﬂa A Zﬁ) . (3.42)

Insbesondere gilt fiir den Spur-Anteil der Feldgleichung, den wir ja nicht iiber unsere
volumenerhaltende Variation ermitteln:

(07 ADny) =T . (3.43)

3.2.4. Die Rosen-Yilmaz-Metrik und die K-I-Feldgleichung

Die Rosen-Yilmaz-Kobasis (3.2) erfiillt die spurfreie Vakuum-Feldgleichung (3.38a)
mit verschwindendem Quellenterm,

1
One — Z%J (¥"'AOny) =0. (3.44)

Dies haben wir mit einem Computeralgebra-Programm gepriift. Den zugehorigen
Programm-Code haben wir in Anhang D auf Seite 102 abgedruckt.

Wie wir bereits festgestellt haben, ist die Rosen-Yilmaz-Metrik mit den klassischen
Tests der Allgemeinen Relativitéitstheorie konsistent. Die Integrationskonstante m
kann aber nicht als Masse eines begrenzten sphérischen Kérpers interpretiert werden,
der als Quelle einer Vakuumtheorie dient. Die Vakuum-Spurgleichung, vgl. (3.41c¢),

9T AOn, =0,
ist nicht erfiillt. Stattdessen konnen wir die Spur des Energie-Impuls-Tensors berech-
nen, indem wir in (3.43) die Rosen-Yilmaz-Kobasis (3.2) einsetzen. Es ergibt sich,

siehe auch [Ka97],

. om _m\>
T N = ﬁ@ T . (345)

Dabher erfiillt die Rosen-Yilmaz-Kobasis die Feldgleichungen

1 2m m)’
Do~ 36 AT =0 wd @ o) = (%FeF) L @ao
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m? T,
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ABBILDUNG 3.1.: Die Materie-Verteilung 77, = (r_2€ T )2, die als Quelle fiir den Spur-
Anteil der Feldgleichungen der Theorie von Kaniel und Itin auftritt.

Die Materieverteilung (3.45) dient als Sternmodell eines Sterns, dessen Materie ex-
ponentiell abfallend bis ins Unendliche reicht. Die Verteilung erreicht ihr Maximum
an der Stelle r = m/y, siehe auch Abbildung 3.1. An diesem Graphen der Spur des
Energie-Impuls-Tensors kann man bereits ablesen, daf§ der grofite Teil der Sternmas-
se innerhalb des Schwarzschild-Radius 7, = 2m liegt. Das Volumenintegral iiber 77
ergibt die Gesamtmasse m des Sterns:

o o0 2 2m 2m 9
16mm~* _2m ri=—=", dr="5 dx
471'/T'Y7 r?dr = / s—e o dr = 8mm [ €*dxr =8mtm,
r
0 0 —00

wobei der Faktor 87 auftritt, weil in geometrischen Einheiten neben ¢ = 1 die New-
tonsche Gravitationskonstante G gleich 1 gesetzt wird und nicht die Einsteinsche
Gravitationskonstante K = Sz—f. Mit anderen Worten kann man Effekte in unserem
Sonnensystem sowohl mit der Rosen-Yilmaz-Losung als auch mit der Schwarzschild-
Losung der Allgemeinen Relativitédtstheorie richtig beschreiben. Ob dies z. B. fiir den
Hulse-Taylor-Pulsar giiltig bleibt, miissen zukiinftige Rechnungen zeigen, die Ein-
fliisse hoherer Ordnungen der Metriken beobachten. Bisherige Beobachtungen mit
dem Ziel, Schwarze Locher zu entdecken, konnten bislang zwar grofie Massenkonzen-
trationen auf bestimmten kosmischen Léngenskalen messen, allerdings ist die Orts-
auflésung noch so grof3, dal man die Massen nicht auf den zughotrigen Schwarzschild-
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3.3. Die Theorie von Rosen in einer teleparallelen Version

Radius beschranken kann. Entsprechend sind die Messungen sowohl mit der mogli-
chen Existenz Schwarzer Locher als auch mit der Rosen-Yilmaz-Losung in der Kaniel-
Itin-Theorie, die eine Ansammlung der Masse geméfl 77, also im wesentlichen in-
nerhalb von r¢ = 2m, fordert, in Ubereinstimmung.

3.3. Die Theorie von Rosen in einer teleparallelen Version

3.3.1. Einfiihrung geeigneter Strukturen

In der Beschreibung der teleparallelen Theorien in Kapitel 2 ist die Kobasis 9 eine
dynamische Variable. Wegen der Redundanz der Feldgleichungen fiir unabhéngige
Metrikkomponenten, vgl. Abschnitt 2.3.2 (Seite 41), wihlen wir die orthonormale
Metrik (1.13). Die allgemeine Variation ¢ vertauscht nicht mit dem Hodge-Stern *,
vielmehr gilt im orthonormalen Fall Regel (C.12b) aus Anhang C.

Bei der Beschreibung von Quantentheorien treten Wellenfunktionen auf. Da Wel-
len eine Ausdehnung iiber Léngenskalen besitzen, kann es u.a. aus diesem Grund
sinnvoll sein, gravitative Felder als effektive Felder auf einer Minkowski-Raumzeit
zu betrachten, vgl. [Na96]. Man kann also versuchen, die Kobasis 9% als externes
Feld auf einer Minkowski-Raumzeit, analog zur Maxwell-Theorie, zu beschreiben.
Wir kénnen nun die Minkowski-Metrik in die externen Vektorfelder 9¢ entwickeln:
h = 0;; dx' @ dad = hag V¢ ® ¥8. Die Variation dieser externen Felder vertauscht mit
dem zur Minkowski-Metrik gehorenden Hodge-Stern.

In der bi-metrischen Rosen-Theorie der Gravitation [Ro73, Ro74] sind die grundle-
genden Feldvariablen durch zwei Metriken gegeben; beide obigen Metriken g und h
treten also in der Theorie auf. Diese Metriken definieren zwei unterschiedliche Hodge-
Operatoren j und . Die beliebige Variation ¢ wird nur mit dem Hodge-Operator der
flachen Metrik vertauschen, 67 = 74, aber nicht mit dem Hodge-Stern der dynami-
schen Metrik, d.h. im allgemeinen J; # 74, siehe Anhang C.

Um nun die bi-metrische Theorie in unserem Formalismus in eine teleparallele Theo-
rie umschreiben zu konnen, fithren wir zwei unabhéngige Graduierungen ein. Jede
Graduierung wird durch eine duflere Ableitung d,; bzw. dj, erzeugt. Damit jedes Ob-
jekt einen Grad zu beiden Graduierungen tragen kann, fithren wir auflerdem ein beide

Graduierungen beachtendes dufieres Produkt /\h ein. Anstelle eine Mannigfaltigkeit
g7
mit zwei unterschiedlichen Graduierungen zu betrachten, kann man diese Situation

dquivalent auch als zwei unterschiedliche, aber zueinander diffeomorphe Mannigfal-
tigkeiten mit je einer Graduierung interpretieren, vergleiche mit der Zeichnung 3.2.
Die gerade eben beschriebene Korrespondenz kann mathematisch als Isomorphismus

LIMTM,R) = L9(TM,,R) ® L"(T My, R) (3.47a)

fiir die Raume alternierender Formen und

¢g¢h A ¢g¢h = <¢g A¢g> X (d’h /\Qbh> 5 (3'47b)
g:h g h
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3.3. Die Theorie von Rosen in einer teleparallelen Version

Xp (Mhah)

ABBILDUNG 3.2.: Die zwei Metriken g und h kann man so interpretieren, daf} sie auf zwei un-
terschiedlichen, aber zueinander diffeomorphen Mannigfaltigkeiten M, und M), definiert
sind.

o ngn = 5ihy @ 1y . (3.47¢)

beziiglich der &ufleren Produkte bzw. den Hodge-Operatoren beschrieben werden.
Zum Beispiel wird die Kobasis 9¢ als eine 1-Form beziiglich der g-Graduierung und als
0-Form beziiglich der h-Graduierung festgelegt, d. h. 9 € L}I(TMg, R)@L%(TM;L, R).
Die Kobasis wird durch diese Konstruktion also dynamisch verstanden.

3.3.2. Der teleparallele Rosen-Lagrangian

Nun folgen wir Rosen [Ro73, Ro74] und differenzieren bei der Konstruktion des La-
grangian nur beziiglich der flachen Mannigfaltigkeit M}, indem wir nur die duflere
Ableitung dj, verwenden. Dadurch wird das Differential der Kobasis djJ“ eine 1-Form
beziiglich der h-Graduierung und bleibt eine 1-Form beziiglich der g-Graduierung.
Wir bezeichnen nun in den folgenden Rechnungen die holonomen Indizes beziiglich
der Mannigfaltigkeit (M, g) mit lateinischen Buchstaben aus dem Anfang des Al-
phabets (a, b, ¢,...) und holonome Indizes beziiglich der Mannigfaltigkeit (M}, h)
mit lateinischen Buchstaben aus der Mitte des Alphabets (i, 7, k, .. .).

Wir zeigen nun, dal der Rosen-Lagrangian

1 | 4
VRosen = ZgabQCdgac,i gbd,Z - ggabgab,i ng gcd,Z (3483)

in unserer Notation durch den folgenden Lagrangian ausgedriickt werden kann:

o/l

Rosen

— & * B a B * ~y )

0ap dp? g/7\hg’h dpt 0aB 05 U g/,\h dp? g/7\hg’h (19 g/’\h dpd )

(3.48b)
9 A dpd? A (90 A dpo”?

T 0 0y 9/7\’1 " g/,\hg’h < g/v\h " > ’
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Wir beginnen mit (3.48a) und benutzen die Entwicklung

Gab = Oap eaaebﬂ = e(zaeba (349&)
und das Differential der Metrikkomponenten
Gabi = eaﬁ,iebﬁ + eaﬁebﬁ,i . (3.49b)

Dies fiihrt zu
1 aa b ey, d B B K 0,0
VRosen = 16 Cac ety (eapiice +eqpec i) (ens'ed” + epsed

1 . .
_ _eaaeba (eaﬁ,iebﬁ + ea,ﬂebﬁ,z) ec’Yedﬁ/ (ecéﬂedé + ecéed(s’l)

8
1 . . . .
) (ffa,aecaea’g,iecé’l =+ eaged(sea’g,iedé’Z + eb,gecgeb’g,iecé’z + ebged(;ebﬁ,ied‘s”)
1 . )
+ 1 ( "“oéebo‘ecﬂyea@i«s’cﬁ«ezﬂ’Z + e“oéebaecﬂyeaheag,iecﬂeb(sedé’Z
+€baecfyeca,ieb%2 + ebaecyedweca,iebéed(fz)
1 a _c Jé] 6,1 1 a ba B, 1 a _d a B,
= —56 geseq” e + 56 a€’%eqp,i€p”" + 56 a€peq” ied”" . (3.50)

Es ist bei dieser Rechnung wichtig, daf} die Positionen der holonomen Indizes a, b, . . .
beziiglich der dynamischen Metrik fest bleiben, da wir mit dieser Metrik nicht heben
und senken diirfen (es kidmen sonst durch (3.49a) jeweils zwei zusétzliche Faktoren
in die Formeln).

Wenn wir nun mit (3.48b) starten, erhalten wir ebenfalls Gleichung (3.50), multi-
pliziert mit den Volumenformen 7, und 7. Wir verwenden dazu 9¢ = ebo‘dgxb und
finden fiir den ersten Term in (3.48b):

a3 dp 9™ g/\h;h dp’ = e’ ; ens <dgxa /g\;dg:cb> ® (dhxi Q;dhxﬂ')

(3.51a)
= ea” i v 9" ng W = €**ePe eag i e Mg -
Analog fithrt der zweite Term aus (3.48b) zu
~0ap 015 9" 9/7\h dhﬁﬁ g/v\h Z’h (197 g/,\h dhﬁa)
= —eq%€cai ebﬁedg,i dgx® /g\ dgx® /g\; <dg:cb /g\ dgxd> nh
(3.51b)

= —€qa g € eq’" dgx® /g\; (g“ldgxb - gbcdgxd) Mh
= —eaa ey ec”ied”” (ngg“b — gbcg“d) g 1Th

(3.49a) d 5, d 6 j
= —eTevecsied” +efyetsec’ ieq ) ngnn -
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Der dritte Term in (3.48b) wird in entspechender Weise umgeformt:
« Y * 4 B
%af 075 ¥ 9/7\h a9 g/,\h gh <19 g/,\h @ >

= eary edé,i €bs ec%i dgl‘a /g\ dgq;d /g\; <dg$b /g\ dgxc> Th (3 51C)
= eay et d e <gab9dc - gdbgac) Mg "1h

3.49a ;
(:)(ebaa B,z_ed

1) 3
€ a€ppi€a 5 ec'y €d i e’ Z) NgTh -

Wenn man diese Ausdriicke (3.51) addiert, findet man in der Tat die Gleichung (3.50),
multipliziert mit ngny,.

Wenn man den Rosen-Lagrangian (3.48b) in angepafite Rumpf-Lagrangians aufspal-
tet, erhalten wir die Rumpf-Koeflizienten der Rosen-Theorie:

1 1 1

Z = _Z == 3.52
2 ) P2 2 ) P4 2 ( a)

und daher, nach Gleichung (2.9b), die Koeffizienten einer entsprechenden Aufspaltung
in irreduzible Anteile:

p1 =

a1:1, a =——-, a3 = ——. (352}3)

Ein Vergleich mit den Koeffizienten des teleparallelen Aquivalents der Einsteinschen
Theorie (2.41a) ergibt, daf sich die Rosen-Theorie von der Einsteinschen Theorie
nur im Wert as unterscheidet. Dies ist gerade der Spur-Anteil der Torsion. Aufgrund
der unterschiedlich wirkenden Ableitungen dieser Theorien, liefert der Vergleich aber
keine weiteren Erkenntnisse.

3.3.3. Feldgleichungen

Die Feldgleichungen erhilt man durch Variation des Lagrangian (3.48b) nach 9.
Unser Lagrangian enthilt aufler dieser Kobasis keine weiteren Feldgrofien, da wir die
orthogonale Metrik (1.13) gewihlt haben. Es tritt auch keine zusétzliche Konnexion
im Lagrangian auf, da die zur Ableitung d;, beziiglich der flachen Metrik h gehorende
Konnexion die flache Konnexion ist.

Die Herleitung der Feldgleichung verlduft analog zu Abschnitt 2.2.2 (Seite 33). Ins-
besondere ergibt sich die zu Gleichung 2.17 analoge Formel

20VRosen = 6dh?9a A

g,h
|:2 ;hdh'ﬁa — 29, g/,\h ;,h <dh196 9/7\}7, 195) + 2 19/@ g/,\h ;,h (19& g/7\h dhﬁﬂ)]

~ * B « *
+ 09 g/,\h |:2 dp9 g/,\h 9.h <dh79 g/,\h ’l9g> + 2dp0 g/,\hg’h <’l9a g/,\h dh’l9-y>
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a * 3 * fe
+ dp¥ g/,\h (e'ngﬁdhﬁa) - (67J <dh’l9 g/\h ﬁﬁ)) g/,\h a.h <dh79 g/,\h 79@)

)

* « « * B
_ (edehﬁa) g/,\h g,hdhﬁ — dpt g/,\h o g/,\h (e'ng’h <dh79 g/,\h 195))

— B * o
(eﬂ (19@ g/,\h dpt >> g/,\h 9.h <dh19 g/,\h ﬁg)
— a * B
dp? fh Vg g@h (eng,h (ﬁa g@h dp? ))} :

Dies liegt daran, daf3

Syt = 150 = R85 = 5500 — 15(89° A (ealt) ) +769° A (calj0))

)

— 5000 = 5 (00 A (ealv) ) +ov° A (calsnt)

gilt. Im letzten Summanden kann der Hodge-Stern 7 an 69 und dem inneren Produkt
vorbeigezogen werden, da beide Operationen die Graduierung beziiglich A unbeein-
fluit lassen und J9¥* eine 0-Form beziiglich A ist.

Nachdem man dj, und § vertauscht hat, ergibt sich nun aber ein kleiner Unterschied.
Waéhrend bei den teleparallelen Theorien aus Kapitel 2 die §9* 1-Formen sind, sind
hier die §9% beziiglich der h-Graduierung O0-Formen. Aus diesem Grunde ergibt sich
ein Vorzeichenwechsel bei der Bestimmung der Feldgleichung, so dafl diese

E,+dyH, = —3%, (3.53)
lautet. Hierbei ist E,, := %, H, = —68‘22053“ und Y, = ‘SL%%&&Q“@ fiir einen zu

spezifierenden Materie-Lagrangian Lyiateric-

Die Uberpriifung, ob die Rosen-Yilmaz-Metrik auch nach der Umschreibung noch
Losung der teleparallelen Rosen-Theorie ist, kann man leider nicht mit Reduce und
dem Excalc-Paket durchfithren, da man dort keine zweite unabhéngige Graduierung
einfithren kann. Die Rechnungen per Hand erweisen sich als sehr aufwendig; insbe-
sondere 16st man fiir die Differentialbildung die hier eingefithrte Struktur weitgehend
wieder auf, so dal man fast die Originaltheorie von Rosen nachrechnet.

Der Nutzen der teleparallelen Umschreibung der Rosen-Theorie bleibt daher stark
eingeschrénkt. Die Terme e,“epq; in der Umrechnung erinnern zwar an die Koef-
fizienten ~;5; der Mgllerschen Theorie, eine den teleparallelen Theorien dquivalente
Theorie, vgl. [Mey82]. Allerdings liegt in dieser Theorie, anders als hier, der Diffe-
rentiationsindex nicht in einem anderen Raum.
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A. Differentialgeometrische Definitionen

In diesem Anhang haben wir einige der grundlegenden Definitionen der Differential-
geometrie zusammengestellt, wie sie auch in jeder entsprechenden Vorlesung [Re92]
bzw. Lehrbuch [KoN63] festgelegt werden. Da diese aber bei manchen Definitionen
kleine Unterschiede zeigen, dient unsere Zusammenstellung der Fixierung der Begriffe
fiir diese Arbeit und nebenbei als kleines Nachschlagewerk.

A.1. Affiner Raum

Ein reeller n-dimensionaler affiner Raum A™ = (E,V, ¢) besteht aus einer Menge F,
einem reellwertigen n-dimensionalem Vektorraum V und einer Abbildung

0:VXE—EF, (A.1)
fiir die die Regeln
©(0,p) =p, (A.2a)
p(v+w,p) = (v, p(w,p)) , (A.2b)
Vp,q € E existiert genau ein v € V: ¢ = (v, p) (A.2¢c)

gelten. Die Menge F représentiert eine Punktmenge, bei der keiner der Punkte aus-
gezeichnet ist. Der Vektorraum V bezeichnet die Richtungen des affinen Raums und
die Abbildung ¢ gibt an, wie man durch Abtragen eines Richtungsvektors von einem
Punkt zu einem anderen gelangt.

A.2. Mannigfaltigkeiten

Topologische Mannigfaltigkeit

Gegeben sei ein nichtleerer Hausdorffraum M. Wir nennen (U; x) bzw. (U; 21, ..., zy)
eine Karte oder Koordinatenumgebung von M, wenn U eine nichtleere offene Teil-
menge von M und

x=(x1,...,2,): U —R"
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A.8. Tangentialbiindel

ein Hom6omorphismus auf eine offene Teilmenge von IR™ ist. Die einzelnen Funktio-
nen z; : U — R heiflen Koordinatenfunktionen der Mannigfaltigkeit.

Existiert zu jedem Punkt p € M eine Karte (U;x), wobei U eine offene Umgebung
von p ist, so nennen wir die Menge dieser Karten einen Atlas A. Ein nichtleerer
Hausdorffraum M mit einem Atlas A ist eine topologische Mannigfaltigkeit.

Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Zwei Karten (U;z) und (V;y) heiflen C*-vertriiglich, wenn U NV = ) oder aber
wenn U NV # 0 und die sogenannte Koordinatentransformation y o x~' ein C>-
Diffeomorphismus ist, d.h. sowohl y o ™! als auch dessen Umkehrung z o y~! sind
beliebig oft differenzierbar. Einen Atlas aus jeweils C*°-vertréiglichen Karten nennen
wir einen C*°-Atlas A*.

Der ,maximale Atlas*
A:={(U;z) € A | (U;z) ist mit allen (V;y) € A C>®-vertriiglich} (A.3)

heiBit die vom Atlas A erzeugte C*°-Struktur. Eine (parakompakte) topologische Man-
nigfaltigkeit mit einer C*°-Struktur A heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit bzw.
C°°-Mannigfaltigkeit.

A.3. Tangentialbiindel

Eine Maoglichkeit, den Tangentialraum zu definieren, beruht auf differenzierbaren
Kurven a : J — M, wobei J C R ein offenes Intervall ist. Die Menge aller Paare
(a,t), bestehend aus einer Kurve o und einem Parameter t € J, bezeichnen wir
mit fCp,M. Hierbei ist p der Punkt, durch den die Kurve a zum Zeitpunkt ¢ lauft,
d.h. a(t) = p.

Tangentialraum

In K, M definieren wir eine Aquivalenzrelation (a,t) ~ (8, s) iiber

(foa) (t)=(foB) (s) (A.4)
fiir alle beliebig oft differenzierbaren Abbildungen f, die auf einer Umgebung von p
definiert sind.
Die Aquivalenzklasse von (a,t) bezeichnen wir mit ¢(t) und nennen sie den Tangen-
tenvektor der Kurve o zum Zeitpunkt ¢. Die Menge aller derartigen Aquivalenzklassen
definieren wir als den Tangentialraum T, M von M in p.
Tangentialabbildung

Wenn eine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten gegeben ist,
kann man eine Tangentialabbildung T}, f : Ty M — T}, N iiber

Tpf (1) := (foa)(t) (A.5)
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A.3. Tangentialbindel

definieren. Ist diese Abbildung 7),f in allen Punkten p € M surjektiv (injektiv), so
nennt man f eine Submersion (Immersion).

Das Tangentialbiindel und die Lie-Klammer

Mit der Definition des Tangentialraums haben wir jeweils einen unterschiedlichen
Richtungsvektorraum fiir jeden Punkt p € M festgelegt. Dies verallgemeinert den
einen Richtungsvektorraum V fiir alle Punkte eines affinen Raums (siehe A.1). Ent-
sprechend ist die Mannigfaltigkeit die Verallgemeinerung der Punktmenge eines affi-
nen Raums.! Wir vereinigen nun die einzelnen Richtungsvektorriume T,M, so daf}
alle Richtungsvektoren wieder in einem Raum, dem Tangentialbiindel

™ = | J T,M | (A.6)
peEM

liegen. Dieses Tangentialbiindel TM ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension 2n,
wenn M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Die Biindelprojektion ist die surjektive Abbildung 7 : TM — M, die einem Vektor
v € T,M den Punkt p € M zuordnet, an dem der Vektor anliegt. Karten des Tan-
gentialbiindels kénnen mittels dieser Projektion und mit Hilfe von Basisvektorfeldern
eingefiithrt werden. Solche Vektorfelder betrachten wir in Anhang B.2 auf Seite 77 im
Zusammenhang mit Linearformen und dem Kotangentialbiindel.

Wir definieren nun ein abstraktes Produkt auf dem Tangentialbiindel, die Lie-
Klammer, iiber

[, ]: TMxTM —TM
(u,v) — [u,v] :=uv —vu . (A.7)
Insbesondere ist die Lie-Klammer zweier Vektorfelder wieder ein Vektorfeld, vgl. mit

Rechnung (1.9), wahrend die beiden einzelnen Summanden nicht als Vektorfelder
verstanden werden konnen, vgl. Rechnung (1.1).

Die Lie-Klammer ist R-bilinear und antisymmetrisch
[u,v] = —[v, ] (A.8a)
und erfiillt die Jacobi-Identitdt
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0, (A.8D)

wie man leicht nachrechnet.

!Die Operation ¢ eines affinen Raums wird hier noch nicht verallgemeinert. Dies geschieht erst
durch die affine Konnexion, die benachbarte (affine) Tangentialriume miteinander verbindet,
siehe Abschnitt 1.2.2, Seite 14.
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A.4. Faserbiindel und Vektorraumbiindel

My=m _l(b)
F Uy M
\\\
0 B
/’// S
= 1
e || AT
T
T
B

b

ABBILDUNG A.l.: Ein Faserbiindel 7 : M — B mit Totalraum M, Basismannigfaltigkeit B,
Projektion 7 und typischer Faser F'. Fiir eine spezielle Faser M, iiber b sind zwei lokale
Trivialisierungen 1, und 1 und die Linksaktion ¢, (falls G-Vertréglichkeit vorliegt)
angedeutet. Die eingezeichnete in M verlaufende Kurve ist ein Schnitt s : B — M.

A.4. Faserbundel und Vektorraumbiindel

Seien M und B zwei C*°-Mannigfaltigkeiten. Eine surjektive Submersion 7 : M — B
nennen wir Faserraum und M, := 7~ 1(b) fiir b € B die Faser diber b. Weiterhin
bezeichnen wir M als Totalraum, B als Basis-Mannigfaltigkeit und 7« als Projektion.

Sei U eine offene Teilmenge von B und F' eine weitere C*°-Mannigfaltigkeit. Dann
verstehen wir unter der lokalen Trivialisierung des Faserraums 7w : M — B einen
beliebig oft differenzierbaren Diffeomorphismus 1 : U x F — 7~ 1(U), fiir den o 1)
die kanonische Projektion pry; : U X F' — U ist. Existiert nun zu der typischen Faser
F und jedem b € B eine lokale Trivialisierung, so nennen wir (M, B,7: M — B) ein
Faserbiindel. Zur Veranschaulichung dieser Situation dient Abbildung A.1.

G-Vertraglichkeit

Sei G eine Liesche Gruppe, das ist eine Menge, die zugleich als Mannigfaltigkeit und
als Gruppe betrachtet werden kann. Damit dies konsistent geschehen kann, miissen
sowohl die Gruppenmultiplikation G x G — G, (g1,92) — ¢192 € G als auch die
Inversion G — G, g+ g~ ! stetig sein.

Fiir je zwei lokale Trivialisierungen ¢ : Uy x F — 7= Y(Uy) und ¢ : Uy x F — 77 1(Uy)
gilt

Vo e UhNUs:  f, ;=1 " oty € Difi(F), (A.9)
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A.5. Affines Tangentialbiindel

wobei Diff (F') die Menge der Diffeomorphismen auf F' bezeichnet. Die beiden lokalen
Trivialisierungen nennen wir G-vertrdglich, wenn die Abbildung f i UynNU; —
Diff (F') vermittels einer beliebig oft differenzierbaren Abbildung v : Uy N Uz — G
durch

VbeUinNUs: fwﬂz = ©r(b) (A.10)
dargestellt werden kann, wobei ¢ : G X F' — F eine Linksaktion von G auf F ist.

Vektorbiindel

Ein Faserbiindel 7 : E — B heifit ein Vektorraumbiindel oder Vektorbiindel, wenn

e die typische Faser ein Vektorraum V ist,

e jede Faser Ej ebenfalls mit der Struktur eines Vektorraums der Dimension von
V versehen werden kann und

e die lokale Trivialisierung faserweise linear ist, d.h. v, ist ein Vektorraum-
Isomorphismus.

Das Tangentialbiindel 7'M aus A.3 ist ein wichtiges Beispiel fiir ein Vektorbiindel,
wobei F =TM und B = M. Wir bezeichnen hiufig — wie im allgemeinen Sprachge-
brauch tiblich — den Totalraum als das Biindel anstelle der oben definierten korrekten
Ausdrucksweise, in der das Biindel durch die Projektion 7 des Totalraums auf die
Basismannigfaltigkeit gegeben ist.

Schnitte und Vektorfelder

Bei gegebenem Faserbiindel nennt man Abbildungen s : U C B — E mit mos = idy
Schnitte, siehe auch Abbildung A.1. Fiir den Fall des Tangentialbiindels werden die
Schnitte v : M — T'M mit m o u = idy; meist Vektorfelder genannt.

A.5. Affines Tangentialbiindel

Jeder Vektorraum kann auch als affiner Raum betrachtet werden (mit der Vektorad-
dition als Operation ¢). Wenn wir diese Sichtweise betonen wollen, bezeichnen wir
die affinen Tangentialrdume mit A, M und das Tangentialbiindel mit AM.

Wihrend die affine Betrachtung die Gleichwertigkeit aller Vektoren aus A,M be-
tont, kann man diese durch einen Schnitt s : U C M — AM autheben und jeweils
einen Vektor aus A,M als Ursprung auszeichnen, siehe Abbildung A.1. Da dieser Ur-
sprung in A,M mit dem Punkt p der Mannigfaltigkeit eindeutig identifiziert werden
kann (mittels des Schnittes s und der Projektion 7 des Tangentialbiindels), nennt
man die Auswahl eines solchen Schnittes Verschmelzung (englisch: soldering). Im
Abschnitt 1.2.3 (Seite 16) iiber die Eichung der Translation haben wir beschrieben,
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A.5. Affines Tangentialbiindel

wie mittels einer sogenannten horizontalen Struktur die verlorengegangene affine In-
varianz (d.h. die verlorene Gleichwertigkeit aller Vektoren) in A,M durch eine Dif-
feomorphismeninvarianz auf M ersetzt werden kann.

In den Abbildungen 1.1-1.5 auf den Seiten 20 ff. sind Punkte der Mannigfaltigkeit
in den Bildern des Tangentialraums eingezeichnet. Da dabei gerade die Verbindung
zwischen Diffeomorphismeninvarianz auf M und affiner Invarianz auf A,M benutzt
wird, mufl man sich i.a. vorstellen, dafl fiir diese Bilder eine Verschmelzung durch-
gefithrt wurde und eine horizontale Struktur ausgewéhlt ist, vgl. hierzu die Hinweise
zu den Abbildungen auf Seite 20.
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B. Definitionen, Eigenschaften und
Regeln des auBeren Kalkiils

In diesem Anhang sammeln wir wichtige Regeln des dufleren Kalkiils reellwertiger
alternierender Formen, ohne diese zu beweisen. Diese GesetzméBigkeiten sind bereits
in anderen Veréffentlichungen zusammengestellt (vergleiche z. B. [Hec95, He94]) und
bewiesen (u. a. [Re92, Th86, ChBr82]) worden. Unsere Auflistung dient der Fixierung
der Notation und des weiteren der Moglichkeit, bei Umformungen auf die Regeln
verweisen zu konnen. Einige Regeln sind allerdings elementar und werden stédndig
angewendet. Auch wenn auf diese Eigenschaften nur selten verwiesen wird, haben
wir hier diese Grundlagen vollstéindig aufgefiihrt.

Notation und Voraussetzungen

Fiir den Rest dieses und des folgenden Anhangs benutzen wir die folgenden Symbole
und Voraussetzungen, sofern nichts anderes gesagt wird:

e Die zugrundeliegende C*°-Mannigfaltigkeit M hat die Dimension n. Den Raum
beliebig oft differenzierbarer Abbildungen iiber M bezeichnen wir mit C*°(M).

e Wir schreiben ¢ und ¢ fiir alternierende IR-wertige Formen des jeweiligen Gra-
des p bzw. ¢ und wir verwenden w fiir alternierende Formen beliebigen Grades.
Werden ¢ Formen eines festen Grades p bzw. ¢ oder eines beliebigen Grades
benétigt, so numerieren wir die Formen durch: ¢1,...,1; bzw. ¢1,...,¢; oder
Wiyeooy, Wi

e Fiir beliebige Vektorfelder schreiben wir  und v. Auch hier numerieren wir ¢
Vektorfelder durch, z.B. uq, ..., u;.

B.1. Definition alternierender Formen

Ein total antisymmetrisches kovariantes Tensorfeld des Grades p (p € IN) iiber dem
Tangentialbiindel TM wird reellwertige alternierende Differentialform des Grades p
bzw. kurz p-Form genannt. Es handelt sich also um differenzierbare Funktionen

p-mal

W TMx--xTM — R,
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B.2. Basisfelder

die bei Permutation! 7 der einzusetzenden Vektorfelder ihr Vorzeichen dem Vorzei-
chen der Permutation? 7 anpassen,

T/J(UL v 7un) = Sgl’l(ﬂ') (0 (uw(l)v s uﬁ(n)) )

und die an jedem einzelnen Punkt gy € M eine p-lineare Funktion )4, bilden.

Fiir den Fall p = 0, bei dem die bisherige Definition nicht eindeutig zu verstehen
ist, ergéinzen wir, dafl wir die C*°-Abbildungen auf M als Differentialformen nullten
Grades, also als 0-Formen, bezeichnen wollen.

Wir erhalten so Vektorbiindel aller p-Formen diber M, das heifit nach Anhang A.4,
da an jedem Punkt gy € M die dort liegenden alternierenden p-linearen Formen
einen Vektorraum bilden. Wir bezeichnen dieses Vektorbiindel mit AP(T'M).

Falls p > n, bilden die AP(T'M) nur noch Biindel aus Nullvektorrdumen {0}, da die
in die v einzusetzenden Vektoren nicht mehr linear unabhingig sind. Aufgrund der
total antisymmetrischen Eigenschaft dieser 1, bedeutet dies, dafi sie verschwinden
miissen: ¢p~, = 0. Die direkte Summe der iibrigen Biindel AP(TM) mit 0 <p <n
bezeichnen wir mit

A(TM) = é AP(TM) .
p=0

B.2. Basisfelder

Karten fiir das Tangentialbiindel konstruiert man iiber die Projektion 7 : TM — M
und {iber die von den lokalen Trivialisierungen v, faserweise gebildeten Isomorphis-
men, mit denen die T, M auf die typische Faser von Vektorrdumen, das ist einfach
der R"™, abgebildet werden (vgl. hierzu Anhang A.3 und A.4). Konkret nimmt man
eine Karte (U;xy,...,x,) von M, mit der man die n Funktionen z; o 7 bildet, und
die n Koeffizienten eines Vektors aus T'M beziiglich n Vektorbasisfeldern e,. Hierbei
sind die Vektorbasisfelder e, Vektorfelder nach Abschnitt A.4, deren Werte e, |, am
Punkt p faserweise linear unabhéngig sind.

Die Auswahl der Vektorbasisfelder ist durch nichts ausgezeichnet. Sind insbesondere
die Vektorbasisfelder unabhingig von der Karte (U;xy, ..., x,) der Mannigfaltigkeit
gewihlt, so nennt man die e, ein anholonomes Vektorbasisfeld oder, zusammen mit
x; o ™ anholonome Koordinaten fur T M.

'Eine Permutation m ist eine bijektive Abbildung der Menge {1,...,n} auf sich selbst.
2Das Vorzeichen der Permutation 7 ist durch
11 m(j) — m(4)

sgn(rm) = e

1<i<j<n

gegeben.
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B.2. Basisfelder

Nach Auswahl der Karte (U;x1,...,zy) fiir die Mannigfaltigkeit M kann man aber
auch eine spezielle Wahl fiir das Vektorbasisfeld treffen: Dazu betrachtet man die
Kurven xi_l in der Mannigfaltigkeit und wéhlt fiir p € U die Tangentialvektoren an
diese Koordinatenlinien in p als Basis in T, M aus, die als partielle Ableitungsfelder
und symbolisch mit 9;|, bezeichnet werden. Diese spezielle Wahl wird als holono-
mes Vektorbasisfeld bzw. zusammen mit x; o m als holonome Koordinaten fiir T'M
bezeichnet.

Auf dem Kotangentialbiindel T*M := AY(TM) wihlen wir das zum Vektorbasisfeld
duale Kobasisfeld 9° aus 1-Formen, d.h. es gilt:
ea]0? =19%(ey) = 05 . (B.1)

Die Koeffizienten einer 1-Form bzgl. dieser Kobasisfelder zusammen mit x; o 7, wobei
7:T*M — M die Projektion des Kotangentialbiindels auf M ist, bilden eine Karte
des 2n-dimensionalen Kotangentialbiindels.

In vier Dimensionen wird das Vektorbasisfeld auch héufig Vierbein bzw. Tetrade
genannt.

Hiermit kann jedes Vektorfeld nach dem Vektorbasisfeld entwickelt werden, namlich
v = v%eq. Insbesondere ist es moglich, auch die partiellen Ableitungsfelder holonomer
Koordinaten zu entwickeln:

0; =e;%eq , wobeie;*eC™(M). (B.2a)

Entsprechend sind 1-Formen nach dem Kobasisfeld entwickelbar, ¢ = g 98, so auch
speziell die Differentiale einer Koordinatenfunktion (das sind die dualen Kobasisfelder
zu den partiellen Ableitungsfeldern):

dr? = el g9P (B.2b)

Umgekehrt kann man nun auch die beliebigen anholonomen Basis- und Kobasisfelder
nach den speziellen holonomen Feldern analog zu den Gleichungen (B.2) entwickeln:

eo = €9 0; und 9% = ;% dx’ . (B.3)

Aufgrund von (B.1) erhilt man fiir die Koeffizientenfunktionen der Entwicklungen
die Bedingungen

eﬂej,Y = 5? , denn 5g = 0;] da? = e;” ey ] (e% 195) , und

ekgeko‘ =43 , wegen d3 = eg|J = ekg Ok | (ela da:l) i
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B.3. Auperes Produkt A

B.3. AuBeres Produkt A

Das duflere Produkt ist eine Abbildung

AN:ANTM)x A(TM) — ANTM)
mit der Eigenschaft

AP(TM) ANAY(TM) C APYY(TM) ,

die iiber die Abbildung

1

(T;Z) A ¢) (Ulv s aup+Q) = p'_q' Z Sgn(ﬂ-)w(uﬂ(l)v s auw(p))¢(uw(p+1)a oo >u7r(p+q))

" Permut.

defininiert ist. Durch das duflere Produkt konnen also Formen hoheren Grades aus
denen niederen Grades gebildet werden.

Aufgrund dieser Definition gilt:

Das #uflere Produkt A ist C°°(M)-bilinear , (B.4a)
das duflere Produkt A ist assoziativ , (B.4b)
dpAY=(-1)"PAN¢ (graduiert-symmetrisch) . (B.4c)

Die sogenannten Monomiale 94t A --- A 99r, die mit dem &uBleren Produkt aus den
Kobasisfeldern gebildet werden kénnen, sind Basisfelder der AP(T'M )-Biindel. Somit
konnen alternierende Formen nach Monomialen der Kobasis entwickelt werden:

P = %%lm%ﬁal A AU, (B.5)

B.4. Inneres Produkt |

Das innere Produkt (Einsetzen von Vektorfeldern in Formen), welches mit v|w und
auch i,w notiert wird, ist eine Abbildung

| :TM x A(TM) — A(TM)
mit der Eigenschaft

TM|AP(TM) C AP~Y(T M),
die iiber die Abbildung

(w]Y) (w1, ... up—1) ==Y(v,u1, ..., up—1) = p (V) (u1,...,up—1) (B.6)
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B.5. Metrik

definiert ist. Fiir 0-Formen wird

festgelegt.

Wir stellen hier die Eigenschaften und Regeln des inneren Produkts zusammen:

Das innere Produkt | ist C>°(M)-bilinear , (B.7a)
v] (u)w) = —u] (v]w) , (B.7b)
v (W Aw) = (v]Y) Aw+ (=1)P ¢ A (v]w) (ungerade Leibniz-Regel) .  (B.7c¢)

Auflerdem gilt die hilfreiche Regel
DA (€)= po, (B.3a)

die man iiber die Expansion (B.5) und die Regel (B.6) nachrechnet, und die analoge
Regel

e) (0% A1) LD 1 — 9 p (e ) P2 (n - p)op (B.8b)

B.5. Metrik

Ein symmetrisches nicht-entartetes kovariantes 2-Tensorfeld iiber dem Tangential-
biindel T'M nennen wir eine Pseudo-Riemannsche Metrik oder kurz Metrik. Metriken
sind also differenzierbare Funktionen

g:TM xTM — R

mit den Eigenschaften

g(u,v) = g(v,u) (Symmetrie) , (B.9a)
an jedem Punkt gy € M ist g4, bilinear und (B.9b)
(Vu € Ty M : ggo(u,v) = 0) <= v =0 (Nichtentartung) . (B.9¢)

Als Tensor 148t sich die Metrik nach den Tensorprodukten der Kobasisfelder ent-
wickeln:

9 = Jap 9 ® 195 mit JaB = 9Ba -

Als Indez Ind(g) definieren wir die Zahl der negativen Eigenwerte® der Metrik g.

3Die Eigenwerte eines Tensors bestimmen sich iiber die Nullstellen A; des charakteristischen Poly-
noms det (gag — Alag), wobei 1,5 der Einheitstensor diag(1,...,1) ist.
—

n-mal

79



B.6. Hodge-Stern *

B.6. Hodge-Stern *

Der Hodge-Stern fiir die Bildung des Hodge-Dualen ist eine Abbildung
*A(TM) — A(TM)
mit der Eigenschaft
*(AP(TM)) C A" P(TM) ,
die iiber die Abbildung

1
*1/} = m \/ ’ det g;w| gOll'Yl e 'gozp'yp Cay-apfrBn-p w%"ﬁp ﬂﬂl AREERA ﬁﬁn_p
(B.10)

definiert ist. Hierbei sind €q,...q,, die Komponenten der total antisymmetrischen Levi-
Civita Tensordichte (mit Gewicht —1), d.h. €_(,—1) = +1 in jedem Koordinaten-
system. Der Hodge-Stern ist die einzige hier definierte Abbildung, in die die Metrik
Jap eingeht.

Wir fithren nun die allgemeinen Regeln fiir den Hodge-Stern auf:

Der Hodge-Stern * ist C°°(M)-linear , (B.11a)
oy = (— 1)) HIndla) g (B.11b)
*hANp="¢p N1 fiir den gleichen Grad: p = q . (B.11c)

Wenn ¢ und ¢ nicht den gleichen Grad beséflen, hétten die alternierenden Formen
auf der linken bzw. rechten Seite der letzten Gleichung auch unterschiedlichen Grad;
daher wire (B.11c) offensichtlich falsch.

Weiterhin gelten die folgenden Regeln:

o] =" (¥ Ada) . (B.12a)
eaJT/J — (_1)n(p+1)+1nd(g) * (19& A *¢) : (B.12b)
*(ealty) = (1P Mo Ay (B.12c)
*(ea| ) = (_1)(n—1)(P+1)+Ind(g),¢) A, . (B.12d)

Diese Regeln héngen voneinander ab, so daffl man nur eine Gleichung beweisen mu#f.
Danach folgen die anderen Gleichungen unter Verwendung der Gleichungen (B.4c)
und (B.11b).

Nach diesen allgemeinen Regeln wollen wir nun einige spezielle Hodge-duale Formen
definieren, die von besonderem Interesse sind:

1 B.10) 1
ni=*1= mnal...anﬁal A NP (B.10) H1/|detgw,] PN AP

(B.13a)
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B.7. Aupere Ableitung d

1
77041...041) =% (19041 Ao A 19041)) — (n — p)' na1...apap+1moén79ap+1 Ao A 9O
(B.10) 1
— (n — p)' | det g/W| galﬂl .. .gapﬁp EBI"'/Bpap+1"'an19ap+1 NN :

(B.13b)
PN = X (YO A PO

(B.10) 18 anf 1 o
= det PL ... e en . = —F— € 1 o, B13C
\/1det gl g g BieeBn Toto] ( )

Die Formen n® - bilden — wie die Monomiale — Basisfelder der Rdume AP(T'M).

Man beachte insbesondere, dafl die Funktion n®'“» ausschliellich von den Metrik-
koeffizienten g,,, und den Koeffizienten der Levi-Civita Tensordichte abhéngt, auch
wenn die erste Zeile in (B.13c) scheinbar auf eine zusétzliche Abhéngigkeit von den
Kobasisfeldern hindeutet.

Aufgrund der Regel (B.12a) besteht die folgende Beziehung zwischen den Hodge-
dualen Formen:

,r]oq...ap'u — eMJnal---ap . (B14a)

Eine &hnliche Formel kann man durch Regel (B.12c¢) erhalten:

WIN nal...ap —

7

(_1)p—igua¢na1...ai,lai+1...ap . (B14b)

p
=1

B.7. AuBere Ableitung d

Die duflere Ableitung ist eine Abbildung

d: AN(TM) — A(TM)
mit der Eigenschaft

dAP(TM) C APTH(TM) .

Durch die folgenden Regeln wird die d&uflere Ableitung d eindeutig festgelegt:

Die duflere Ableitung d ist R-linear , (B.15a)

dYpANw)=(dyY) Nw+ (1)’ A (dw) (ungerade Leibniz-Regel) , (B.15Db)
d(dw) =0 (Nilpotenz) . (B.15¢)

Fiir 0-Formen f ist df die gewShnliche Ableitung. (B.15d)

Die duflere Ableitung ist also eine metrikfreie Operation. Obwohl wir sie also schon
frither hitten definieren konnen, fithren wir sie erst hier nach der Definition der
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B.8. Lie-Ableitung

Metrik und des Hodge-Sterns auf, damit wir auch direkt die duflere Ableitung der
eben definierten metrikabhéingigen Formen angeben kénnen.

AuBere Ableitung der Metrik-Determinante

Die Herleitung der folgenden Formeln verlaufen analog den Herleitungen der ent-
sprechenden Regeln fiir die Variation, die wir ausfiihrlich in Anhang C.2 auf Seite 86
dargestellt haben.

Es ergibt sich somit fiir die duflere Ableitung der inversen Metrikkomponenten ¢*?,
vgl. (C.3), die Beziehung

dgo‘ﬁ = _gavgé,ﬁ dgys - (B.16)
Fiir die duflere Ableitung der Metrik-Determinanten erhélt man die Regel

d(det (gu,,)) = det (gu) g8 dgas - (B.17)

AuBere Ableitung der Hodge-dualen Formen

Auch die Herleitung dieser Regeln verlduft analog zu denen der Variation der Hodge-
dualen Formen, siche die ausfiihrliche Rechnung im Anhang C.3 auf Seite 88. Man
beachte allerdings, daf} sich zwei Unterschiede ergeben, deren Auswirkungen sich ge-
rade aufheben: Zum einen gilt fiir die Variation die gerade Leibnizregel (C.1c), fiir die
duBere Ableitung hingegen die ungerade Leibnizregel (B.15b); zum anderen bleibt der
Grad einer Form durch die Variation unverédndert, wihrend er sich durch die duflere
Ableitung um 1 erhoht. Die Vorzeichenunterschiede durch die ungerade Leibnizregel
bei der dufleren Ableitung werden durch die graduierte Kommutativitétsregel (B.4c)
wieder ausgeglichen.

Es ergibt sich somit

1
% = g A (e, )0 + <m AP — 59“77@---@) dgex . (B.18a)

Fiir die spezielle Wahl einer orthonormalen Tetrade gilt dg,g = 0, so daf} sich die
einfachere Formel

dnﬁl...ﬁp = di, A n51~~ﬂpﬂ (B.18b)

ergibt.

B.8. Lie-Ableitung

Die Lie-Ableitung eines Tensorfeldes in bezug auf ein Vektorfeld u beschreibt die
Anderung des Tensorfeldes, der es bei Transport entlang des Vektorfeldes unterliegt.
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B.8. Lie-Ableitung

Diese Eigenschaft wird folgendermafien erreicht: Wir definieren die Lie-Ableitung
eines Vektorfeldes v entlang von u durch

lyv = [u,v] (B.19a)

und die Lie-Ableitung einer alternierenden Form w als Antikommutator von innerem
Produkt und &uflerer Ableitung:

lyw = v|dw + d(v]|w) . (B.19b)
Man erkennt direkt, dal die Lie-Ableitung den Grad der Form unveréndert 148t.
Die Lie-Ableitung erfiillt die folgenden Eigenschaften:

Die Lie-Ableitung ¢, ist R-linear , (B.20a)
fiir 0-Formen f ist ¢, f die gewohnliche Ableitung in Richtung u , (B.20Db)
ly(wi Awz) = (byw1) Awa + w1 A (bywa) (gerade Leibniz-Regel) , (B.20c)

ly(dw) = d(Lyw) , (B.20d)
[y bw] u = €}y u und [y bw] w = Ly (B.20e)
€y, iu] w = i[yw  bzw. by (u]w) — ullyw = [v,u] |w . (B.20f)

Die ersten vier Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition (B.19), den Ei-
genschaften der duleren Ableitung und des inneren Produkts.

Fiir den Beweis der Eigenschaft (B.20e) verwendet man die im Abschnitt 1.1.2 auf
Seite 5 gezeigte Aussage, dafl Ableitungen, die die Art des Objekts nicht &ndern,
durch ihre Wirkung auf Vektorfelder und Funktionen festgelegt sind. Damit reicht
folgender

BEWEIS:

Fiir Vektorfelder: [€y, by Ju = Cylyu — Lyplyu = Cy[w, u] — Ly [v, u]

= [, [w, u]] — [, [v, ul] AL, w], ] = £

Fiir Funktionen:  [€y, £y f = vw(f) —wu(f) = [v,w]f = € ) f - n
Die Ableitungs-Kombinationen der Eigenschaft (B.20f) ergeben jeweils eine Deriva-
tion, die den Formengrad um 1 erniedrigt. Da jede Form nach (B.5) in Funktionen

und 1-Formen entwickelt werden kann, braucht man die Eigenschaft bei solchen De-
rivationen nur fiir Funktionen und 1-Formen zu iiberpriifen. Somit:

BeEwEis: Durch das innere Produkt ergeben die Derivationen [y, i,] f und iy, ) f fiir
Funktionen f jeweils Null.

Fiir 1-Formen ¢ verwenden wir den Ausdruck fiir die Lie-Ableitung, der sich aus der
zur Gleichung (1.6a) analogen allgemeinen Formel ergibt:

(£o®)(u) = Lo(p(u)) — @([v, u]) -

Damit erhilt man

[Co, iu] ¢ = Lo(p(w) — iu(lud) = Lo(d(u)) — Lu(p(u)) + ([v,u]) = ifpu¢ - -
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B.9. Spezielle Operatoren

Wir definieren hier noch einige weitere Operatoren, die sich als Kombinationen der
bisher eingefithrten Abbildungen darstellen lassen und listen einige Regeln fiir diese
Operationen auf.

Kodifferential
Wir definieren das Kodifferential df zur duleren Ableitung d iiber

dtp = (=1)@-D+Ind(g) *gxy (B.21)

Das Kodifferential erniedrigt den Formengrad um 1, bildet also p-Formen auf (p—1)-
Formen ab.

Die folgenden beiden Eigenschaften,

das Kodifferential d' ist R-linear , (B.22a)
d" (d'w) =0 (Nilpotenz) (B.22b)

ergeben sich direkt aus den entsprechenden Regeln (B.15a), (B.11a) und (B.15c) fiir
das duBere Produkt und den Hodge-Operator.

Wellen- bzw. d’Alembert-Operator

Der Wellen- bzw. d’Alembert-Operator ist als Antikommutator der &uleren Ableitung
und des Kodifferentials definiert:

O:=dd' +dd=—d*d*—*d*d . (B.23)

Es gelten die folgenden Vertauschungsregeln:

d0=0d, (B.24a)
*O=0*, (B.24b)
d'O0=0d". (B.24c)

84



C. Variationen und auBerer Kalkiil

Der Hodge-Stern * und die Variation § vertauschen i.a. nicht. Die Annahme der
Vertauschbarkeit, 6*w = *dw, impliziert eine Einschrinkung auf spezielle Variationen,
némlich auf lokale Lorentz-Transformationen; vgl. Abschnitt 3.1.2, Seite 56. Durch die
Forderung (C.1b), die wir gleich stellen werden, werden diese speziellen Variationen
noch weiter auf globale Lorentz-Transformationen begrenzt.

In verschiedenen Artikeln, z. B. [Schw79] und [Schw80], wurde die Vertauschbarkeit
angenommen, ohne die resultierende Einschréinkung zu bemerken oder zu erwéahnen.
Da die korrekte Abhéngigkeit fiir unsere Rechnungen und zur Untersuchung der ein-
geschriankten Variationen entscheidend ist, leiten wir den richtigen Zusammenhang
in diesem Anhang her.

Wir beginnen mit vorbereitenden Rechnungen und einfachen Eigenschaften, die wir
fiir die allgemeinen Variationen voraussetzen.

Grundlegende Eigenschaften

Fiir unsere Variationen 0 setzen wir folgende Eigenschaften voraus:

Die Variation § ist R-linear , (C.1a)
sie vertauscht mit der dufleren Ableitung,

[d,0] =0 (Kommutativitét) , (C.1b)
und erfiillt die (gerade) Leibnizregel

d(w1 Awg) = dwy Awa + wi A dws . (C.1c)

C.1. Variation der Kobasis-Produkte

Analog zur Regel (B.8a) kann man die GesetzméifBigkeit
Ly iy 8 (0 Ao AOP) = 0P A (e ]9) (C.2)

nachrechnen. Die Funktion tq,..a,, vgl. (B.5), steht hier vor der Variation, da sie
von anderen Feldgroflen, nach denen ebenfalls variiert wird, abhéngen kann.
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C.2. Variation und Metrik

BEWEIS: Zum Beweis beginnen wir mit der rechten Seite:

6"[9” /\ (6NJ’1/}) = 5@:“‘ /\ ﬁ w,u,az...ap,ﬁQQ /\ . /\ 190‘1’
= I%/Izz)uocg.._ap D ((5'[9“) A2 A - A9

(C':1C) I%'lplLOCQ-..OZp(S (19“ A AR 7901,3) .

C.2. Variation und Metrik

Die Metrikkomponenten sind i.a. von den Kobasisfeldern unabhéngig, so dafl wir
unabhéngig nach 69* und dg,p variieren, wobei die Position der Indizes fest ist.

Die inversen Metrikkomponenten sind durch

9oy = 05 (C.3)

bestimmt, so da} wir durch Variation dieser Gleichung und wegen o (6,‘;‘) = 0 die
Beziehung

g*’

6g™ = —g"1¢°% 5.5 (C.4)
erhalten.

Variation der Metrik-Determinanten

Bei der Definition der Hodge-dualen Formen tritt ein Ausdruck mit der Determinan-
ten der Metrik auf.

DEFINITION: Zu jedem Endomorphismus A : V — V existiert genau eine Zahl
det(A) € R, so daB

Yw e A"(V), Yoi,...,o, €V i w(Avy,...,Av,) = det(A)w(v1,...,vp) .
Diese Zahl nennen wir Determinante des Endomorphismus.

Um jetzt die Variation der Metrik-Determinanten ausrechnen zu koénnen, leiten wir
zunédchst her, wie man diese Determinante in anderer Form darstellen kann. Dazu
betrachten wir die reellwertige Differentialgleichung

f'=Spur(A) f mit A € End(R") . (C.5)
Die Funktion
f1(t) = exp (t Spur(A)) (C.6a)

lost die Differentialgleichung (C.5), wie man direkt sieht. Ebenso wird (C.5) durch
die Funktion

fa(t) = det (exp(tA)) (C.6b)
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C.2. Variation und Metrik

gelost. Um dies zu erkennen, mufl man sich erinnern, dafy die Differentialrechnung
auf Vektorrdumen das Differential der Determinante mit

Ddet(X o A) = Spur(X) det(A)

angibt. Hiermit zeigt man: Falls y Losung der endomorphismenwertigen Differential-
gleichung 3’ = A oy ist, so ist y := det(y) Losung von (C.5):

det(y) = Dy (det(y)) (1)
= Dy det (Dy(1))

—/=Aoj
= Spur(A) det(y) .

Die Funktion y := exp(tA) erfiillt die Voraussetzung, so daf3 (C.6b) in der Tat Losung
der Differentialgleichung (C.5) ist.

Da beide Losungen (C.6a) und (C.6b) im Punkt ¢t = 0 den gleichen Wert besitzen,
f1(0) = f2(0) = 1, gilt nach dem Eindeutigkeitssatz fiir die Differentialgleichung (C.5)
sogar fi = fo. Insbesondere gilt fiir ¢t = 1:

exp(Spur(A)) = det (exp(A)) . (C.7)

Da sich die Matrix-Darstellungen von Endomorphismen und die von Metriken nicht
unterscheiden, wenden wir diese Formel auf unsere Metrikkomponenten an:

det(g,) = det (exp (In (g,u))) = exp (Spur (In (g,))) -
Somit gilt

Spur (In (g,,,)) = In (det (g,.,)) - (C8)

Aufgrund der Linearitdt der Spur kénnen wir diese Gleichung einfach unter Verwen-
dung der Kettenregel variieren,

1
B§gs = —————— 8 (det (guow,))
970908 = Gor gy (det (gusws))

und erhalten schliellich fiir die Variation der Metrikdeterminanten
0 ( det (g,u) ) = det (g) 9°” 6gap - (C.9)

Fiir die Variation der Wurzel der Determinanten ergibt sich, erneut mit Hilfe der

Kettenregel:
1 «
0y/det (gw) = 5 \/det (g) 9™ 8gap - (C.10)
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C.3. Variation der 7%

Wir kénnen nun die Variation der Hodge-dualen p-Formen 1% % ausrechnen:

1

snPr-Pe = = 5 (n51~~ﬂv/@p+1,.ﬂnﬁﬁp+l Ao A z9ﬁ")
13b 1

(Big ) (n — p)' nﬁl“ﬂpﬁerlm/Bné (018p+1 A A ﬁﬁn)

1
+ = p) o ( | det g | g7 - - gorP €a1---apﬁp+1---,8n) 9Bp+1 A L A 9Pn

(C.10(C0), )
(C.4),(B.13b) — .
= m 7]51 ﬁpﬁpﬂﬁpm--.ﬁn (519ﬁp+1) A (19/6])4»2 A AP >
1 P
i (59“77“'@7 - Zg”ﬂinﬁl--ﬂi—lml--ﬂp) 5ger
i=1
(B.13b)

1
5195 +1 /\n61~~-ﬁpﬁp+l + égmnﬁl..ﬂp

p
_ Z(—l)piigﬁﬁig)‘pepj nﬁl~-ﬂi1ﬂi+1~ﬂp) Y/

i=1
.14b 1
(B.14b) s+ Angl...ﬁpﬁpH I <§gm\ngl..ﬂp _ g)\pepJ (79“ A nm...@,)) g -

Also gilt:

1
ot = 59 A (e ) + (19“ APt — 2 g’“nﬁl“ﬂp> 0gur - (C.11a)

Fiir die spezielle Wahl einer orthonormalen Tetrade gilt dg.3 = 0, so dafl sich die
einfachere Formel

5nﬁ1...ﬁp — 579# A nﬁlnﬂpﬂ (C.llb)

ergibt.

C.4. Variation und der Hodge-Stern

Nun kénnen wir das wesentliche Ergebnis dieses Anhangs herleiten.
Fiir eine p-Form ¢ gilt:

B.11c (B.13b

9O A A9 A )¢/\*(79ﬁ1/\...mgﬂp> 150) g\ e

Die gerade Leibniz-Regel (C.1c) fiir die Variation fiihrt zu

5 (1951 Ao A 195;7) A*G+ 90 A NI A D =60 AP 4 ¢ A SyPrBe
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C.4. Variation und der Hodge-Stern
Wir kiirzen 1, := 98U A - AP ab und erhalten mit der Variation von 7% % nach
Gleichung (C.11a):
Yp A% p = 66 AnPr-Pe — §iby AN*¢ 4 ¢ A I AnPPr,
1
(B.le)i(B.llc) wp A* (6¢) o 67/)]) /\*¢ + ¢A SOH A <€,uJ7761'“’6p)
1
+ (¢/\,l9f$ A (g)\PepJnﬁl---ﬁp) _ 51% /\gﬁ)\ *¢) 59,0\

(B.7¢)

(B.4c),(C.2) 1
D (*(69) = 570 0™ 0 ) 0% A e i) A0
+ (=P8 A DA (ep]*thp) + (=1)P g*e, ] (0 A D) A%y Sgin
(B.11c¢),(B.12¢)
T ((60) - 3769 80 ) 69 1 (6] (6170,

— (0uJ) Ay — e Uy 1 %6) + (<170, A (e]0) )
+ by AN A (A A D) Sgpen
IRy > (60) — oy N (00" 1 (€)1 80" 1 (6 )"0)
— Uy A5 00 Ogen + Uy AN gep] ("0) Fgin -

Da v, = 991 A o AP aus p beliebigen Kobasisfeldern zusammengesetzt ist, gilt
schliefflich fiir beliebige p-Formen ¢:

5 =*6¢ — *(W A (ea)®) ) +60% A (eaJ*qb)
- %*éb 90 8gap + 0% N g% ey | (*0) 0gap . (C.12a)

Fiir die spezielle Wahl orthogonaler Tetraden gilt dg,g = 0, so daf} die beiden Sum-
manden in der letzten Zeile von (C.12a) wegfallen. Es verbleibt die einfachere Formel

5= *5¢) — *(wa A (ea)®) ) + 60 A (ea J*@) . (C.12b)
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D. Verwendete
Computeralgebra-Programme

In dieser Arbeit haben wir fiir verschiedene Tests und Uberpriifungen das Com-
puteralgebra-Programm Reduce [St93] mit dem Zusatzpaket Excalc [Schr87], das
die Regeln des &ufleren Kalkiils implementiert, verwendet. In Computeralgebra-
Programmen kann man zwar keine abstrakten Identitdten allgemein nachpriifen, es
hat sich jedoch als sehr effektiv herausgestellt, sie mit speziellen Ansétzen bzw. Losun-
gen zu testen, fiir die sie auch erfiillt sein miissen.

Wir stellen im folgenden zunéchst die modularen Programm-Teile vor, mit denen
die verschiedenen geometrischen Grofien, z.B. die Kriimmung, berechnet werden.
Dann folgt eine Auflistung der verwendeten allgemeinen Anséitze und der speziellen
Losungen (bestimmter Feldgleichungen). Als letztes folgen die Programme fiir die
Noether-Identitdten und fiir die Feldgleichungen.

Die einzelnen Reduce-Programme und die Ergebnisse in den Output-Dateien der
Reduce-Léufe stehen auch in zwei gepackten Files unter

http://www.ph-cip.uni-koeln.de/ “muench/texte/diplom/

zur Verfiigung.

D.1. Die modularen Programmteile

In den Files mit den allgemeinen Ansétzen definieren wir jeweils eine Kobasis ¥* und
die Torsion T%. Das folgende Programm stellt durch Berechnung der Konnexion aus
den Ansétzen fiir Kobasis und Torsion sicher, daf} die 1. Cartansche Strukturgleichung
(1.10b) automatisch erfiillt ist. Die Berechnung der Konnexion erfolgt dabei iiber die
Zerlegung I'g® = fga — K3 in Christoffelsymbol und Verdrehung. Die Berechnung
des Christoffelsymbols ist in Excalc implementiert, die Berechnung der Verdrehung
fithren wir nach Gleichung (2.35b) durch:

%

% file connection.exi
% 1997-06-30

% UM (Uwe Miinch)
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D.1. Die modularen Programmteile

% computes the connections

% Input : coframe o(a), frame e(a), torsion torsion2(a)

% Output: contorsion contorl(a,b), Levi-Civita connection chrisi(a,b),
% connection connl(a,b)

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

%tk s sk s ke ks o sk s sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk s sk sk s ok sk s sk s ok sk sk e ksl sk ke ksl sk e sk sk s ek sk ok ek ok
% computing contortion *
Yookt kst s ok sk o stk oksk sk kst ok sk sk ke ks sk ok sk ok etk sk ok stk ok sk sk ok stk skl sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok
pform otor3=3,etorl(a,b)=1,contorl(b,c)=1$

antisymmetric contorl$

torsion2(a)”o(-a)$
e(a)_ltorsion2(b)$
etorl(a,b)-etori(b,a)-(1/2)*(e(a)_|(e(b)_lotor3))$

otor3
etori(a,b)
contori(a,b)

clear otor3,etori$

Yok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk K ok K K K K K K Kk ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok K K K K K K K Kk K
% Levi-Civita connection and total connection *
%3k 3k sk s ok sk sk sk sk o ok ok ok K K ok oK ok K K o oK ok K K 3 ok ok 3K K 3 ok ok K 3K 3 oK oK oK 3 K ok ok oK K K o ok ok K ok ok ok K ok ok ok kK ok ok oK
pform conni(a,b)=1, chrisi(a,b)=1$

antisymmetric connl, chrisi$

riemannconx chris$

% because of our conventions, we have to take the transpose
chrisi(a,b):=chris(b,a)$

clear chris$

connl(a,b):=chrisi(a,b)-contori(a,b)$

end$

Das folgende Programm berechnet die Kriimmung. Die 2. Cartansche Strukturglei-
chung (1.12a) ist automatisch erfiillt, da sie zur Definition der Kriimmung verwendet
wird. Da die Konnexion aufgespalten in Riemannschen und post-Riemannschen An-
teil vorliegt, berechnen wir auch bei der Kriimmung die entsprechenden Anteile:

A

% file curvature.exi

% 1997-06-12

% UM (Uwe Miinch)

A

% computes the curvatures

% Input: contori(a,b), chrisi(a,b)

% Output: riem2(a,b), curv2(a,b)

A

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

pform curv2(a,b)=2,riem2(a,b)=2$
antisymmetric curv2,riem2$
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riem2(a,b):=d chrisi(a,b) + chrisi(-c,b) chrisi(a,c)$

curv2(a,b) :=riem2(a,b)-d contorl(a,b)+contorl(-c,b) contori(a,c)
-chrisi(-c,b) “contori(a,c)-contorl(-c,b) chrisi(a,c)$

curv2(a,b) :=curv2(a,b);

end$

Das folgende Programm berechnet E,, H, und m®? nach den entsprechenden Glei-
chungen (2.18b), (2.18a) bzw. (2.20) fiir den quadratischen Teleparallelismus (2.8):

file telepara.exi
1997-09-07
% UM (Uwe Miinch)

O]

defines the Lagrangian, the F_a, the H_a and the m af

for the teleparallism, see equations (2.8), (2.18b), (2.18a) and (2.20)
Input : coframe o(a), frame e(a), torsion torsion2(a),

Output: htr2(a), Lagrangian vtr4, trenergy3(a), metrenergy4(a,b)
Constants: rhol, rho2, rho4

LS s s e s

%
% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

pform htr2(a)=2,vtr4=4, trenergy3(a)=3, metrenergy4(a,b)=4%

htr2(a):= (-1/(10**2))* (rhol * # torsion2(a) + rho2 * (o(a) ~
# (torsion2(-d) ~ o(d))) + rhod * o(d) ~ # (o(a) torsion2(-d)))$

vtrd := -(1/2)*(torsion2(a) "htr2(-a))$

trenergy3(-a) := (1/(2%10*x2))*(rhol * e(-a) _| (torsion2(b) ~ #
torsion2(-b)) - 2 * rhol * (e(-a) _| torsion2(b)) ~ # torsion2(-b) +
rho2 * e(-a)_| (torsion2(c) ~ o(-c) ~ # (torsion2(d) ~ o(-d))) +
rho4 * e(-a)_| (torsion2(d) ~ o(-c) ~ # (torsion2(c) ~ o(-d))) -
2 * tho2 * (e(-a)_| torsion2(c)) ~ o(-c) ~ # (torsion2(d) ~ o(-d)) -
2 * rhod4 * (e(-a)_| torsion2(d)) ~ o(-c) ~ # (torsion2(c) ~ o(-d)))$

metrenergy4(a,b) := (1/(2¥10%%2)) * (2 * rhol * torsion2(a) ~ # torsion2(b) +
2 * rho2 * (torsion2(a) ~ o(b)) ~ # (torsion2(c) ~ o(-c)) +

2 * rho2 * (torsion2(b) ~ o(a)) ~ # (torsion2(c) ~ o(-c))
2 * rho4 * (torsion2(a) ~ o(-c)) ~ # (torsion2(c) ~ o(b))
2 * rho4 * (torsion2(b) ~ o(-c)) ~ # (torsion2(c) ~ o(a))
(e(a) _| o)) * (2 x 10%*2) * vtrd

+ 2 * rhol * torsion2(c) ~ o(a) ~ (e(b) _| (# torsion2(-c)))

+ 2 % rho2 * (torsion2(c) ~ o(-c)) ~ o(a) ~ (e(d) _| (# (torsion2(d) ~ o(-d))))

+ 2 * rhod4 * (torsion2(c) ~ o(-d)) ~ o(a) ~ (e(b) _| (# (torsion2(d) ~ o(-c)))))$
end$

o+ o+

D.2. Verwendete Ansatze und Lésungen

Starke Identititen sind solche, die direkt fiir einen gewahlten Lagrangian giiltig sind,
ohne dafl die Feldgréflen die Feldgleichungen erfiillen miissen. Zu ihrer Uberpriifung
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reichen also allgemeine Ansétze aus. Sind hingegen die Identitdten nur fiir Losungen
der Feldgleichungen richtig, so sind sie schwache Identititen. Hier benotigen wir fir

unsere Test also die konkreten Lésungen.

Um beide Arten von Identitdten abzudecken, sind die folgenden Losungen der Feld-
gleichungen jeweils in zwei Input-Files aufgeteilt: das fiir den Ansatz und das fiir die
konkrete Losung. In den Ansatz-Dateien werden jeweils die Strukturen der Kobasis
9 und der Torsion T* festgelegt. Die hier noch offen gelassenen Funktionen werden

dann in den Losungs-Files konkret angegeben.

Wir haben fiinf Ansétze und Losungen verwendet. Mehr zu diesen Ansétzen steht im

Abschnitt 2.6 auf Seite 50.

94

e Teleparallele Schwarzschild-Losung

In [Bae80] hat P. Baekler die teleparallele Schwarzschild-Losung vorgestellt, die
wir hier verwendet haben. Der Ansatz fithrt zu folgendem Reduce-Code:

% file sst-ansatz.exi
% 1997-06-12
% UM (Uwe Miinch)

% Ansatz for Schwarzschild teleparallel (sst)
% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)
% built on: kn-ansatz.exi, UM, 1997-06-12

sin(theta)**2:=1-cos(theta) **2$
Of ok ks ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok o ok sk ok sk ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok Kok ok ok ok
% ansatz for coframe *
Of ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok o ok sk ok ok ok o ok ok sk ok sk ok ok o ok sk sk sk ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok o ok sk ok ok ok ok o
pform mm1=0, mm2=0,

vvl=0, vv2=0, vv3=0, vv4=0$
fdomain mmi=mml(r,t), mm2=mm2(r,t),

vvi=vvl(r,t), vv2=vv2(r,t), vv3=vv3(r,t), vvd=vvd(r,t)$

coframe

o(t) =mml * d t,

o(x) =mm2 * d r,

o(y) = r * d theta,

o(z) = r * sin(theta) * d phi
with signature 1,-1,-1,-18$

frame e$
9tk sk sk ok sk sk ok ok sk sk ok sk ko sk ko sk sk ok sk kok sk ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok

% ansatz for torsion *
sk ks ko ke sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk ko ko ko sk ok sk sk sk sk sk sk ok ko ok ok sk o sk sk sk sk sk sk sk ok ok

pform torsion2(a)=2$

torsion2(t) := vvl * o(t) o(x)$
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torsion2(x) := -vv2 * o(t)"o(x)$

torsion2(y) := -vv3 * o(t) o(y) + vvd *x o(x)"o(y)$
torsion2(z) := -vv3 * o(t)~o(z) + vvd * o(x)"0o(z)$
end$

Die explizite Losung steht mittels folgender Zeilen bereit:

% file sst-loesung.exi

% 1997-06-12

% UM (Uwe Miinch)

% solution functions for teleparallel Schwarzschild-solution
% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: kn-loesung.exi, UM, 1997-06-12

mm1 sqrt(1 - (2%m0/r))$
mm2 := 1/mml$

vvl := -m0/((r**2) * mm1)$
vv2 := -vvi$
vv3 := vvi$
vvd := vvi$

conni(a,b) :=conni(a,b)$
torsion2(a) :=torsion2(a)$
end$

Teleparallele Schwarzschild-Losung mit verschwindender Konnexion
Der Ansatz:
%

% file sstOc-ansatz.exi
% 1997-06-12
% UM (Uwe Miinch)

% Ansatz for Schwarzschild teleparallel (sst)
% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)
% built on: kn-ansatz.exi, UM, 1997-06-12

sin(theta)**2:=1-cos(theta) **2$

O sk sk ok sk s ok ok sk sk o ok ok o s sk s sk sk ok sk sk ok sk s ok sk ok o s o o ok sk s o ok sk o sk s sk sk o ok ok o ok
% ansatz for coframe *
9ok sk sk ok sk sk ok ok sk ko ok ko sk sk ok sk ko sk ko sk ko sk ok sk ok sk ok ok sk ok ok ok
pform mm1=0, mm2=0%

fdomain mml=mmi(r,t), mm2=mm2(r,t)$

coframe
o(t) =mml *x d t,
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96

o(x) =mm2 * d r,

o(y) = r * d theta,

o(z) = r * sin(theta) * d phi
with signature 1,-1,-1,-18$

frame e$
9tk sk sk ok sk sk ok ok sk ko sk ko sk ko sk sk ok sk kok sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok sk ok ok

% ansatz for torsion *
s ke ke ke ko sk ko sk ko sk ok sk ok sk ok sk ko sk ko sk o ke sk ok sk ok sk ok o sk ok o sk ko sk o sk sk ok sk ok sk ok o sk ok ok sk

pform torsion2(a)=2$

torsion2(a) := d o(a)$
end$

und die Lésung:

)

% file sstOc-loesung.exi

% 1997-06-12

% UM (Uwe Miinch)

% solution functions for teleparallel Schwarzschild-solution

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: kn-loesung.exi, UM, 1997-06-12

mml
mm?2

sqrt(1 - (2*m0/r))$
1/mm1$

conni(a,b) :=conni(a,b)$
torsion2(a) :=torsion2(a)$
end$

Die axialsymmetrische McCrea-Kerr-Losung

Diese Losung ist z.B. in [Bae88] als Spezialfall einer Kerr-NUT-Losung mit
verschwindenden NUT-Parameter angegeben. Der Reduce-Code dieses Ansat-
zes lautet:

% file kerrnut-ansatz.exi

% 1997-06-12

% UM (Uwe Miinch)

% Ansatz for Kerr-Nut-solution

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17

sin(theta)**2:=1-cos(theta) **2$
R L ™
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% ansatz for coframe *
Yok ok sk sk ok ok ok ok o ok ok oK ok o ok oK ok K oK oK ok oK oK oK ok oK oK oK ok o oK o oK ok o oK o K oK o oK o K ok o oK o K ok oK ok K oK oK ok K oK
pform  sigsqrt=0, delsqrt=0, ffsqrt=0,
vvl=0, vv2=0, vv3=0, vv4=0, vv5=0$
fdomain sigsqrt=sigsqrt(r,theta),delsqrt=delsqrt(r),
ffsqrt=ffsqrt(theta), vvi=vvi(r,theta), vv2=vv2(r,theta),
vv3=vv3(r,theta), vvd=vv4(r,theta), vvb=vv5(r,theta)$

coframe
o(t) = (delsqrt/sigsqrt)*(d t
-(jOoxsin(theta)**2+2*n0*cos (theta) )*d phi),

o(x) = (sigsqrt/delsqrt)* d r,
o(y) = (sigsqrt/ffsqrt) * d theta,
o(z) = (ffsqrt/sigsqrt) * sin(theta)*(jO*d t-(r**2+jO**2+n0**2)*d phi)

with signature 1,-1,-1,-18$
frame e$

%******************************************************************

% ansatz for torsion *
sk ke ke ke ke sk ko sk ks ok sk ok sk ok sk ok ke sk ko sk ko ke ks ok sk ok sk ok sk ok ok sk ko sk ks sk ks sk sk ok sk ok sk ok ok ok

pform torsion2(a)=2$

torsion2(t) := - (sigsqrt/delsqrt) * vvl * o(t) o(x)
+ (sigsqrt/delsqrt)**2 * vv2 * (o(t) o(y)-o(x) o(y))
+ (sigsqrt/delsqrt)**2 * vv3 * (o(t) o(z)-o0(x)"0(z))
-2* (sigsqrt/delsqrt) * vvd *  o(y)o(2)$
torsion2(x) := torsion2(t)$
torsion2(y) := (sigsqrt/delsqrt) * vvb * (o(t) o(y)-o(x)~o(y))
+ (sigsqrt/delsqrt) * vv4 * (o(t)"o(z)-o(x)"0(2))$
torsion2(z):= - (sigsqrt/delsqrt) * vv4 * (o(t)"o(y)-o(x)"0o(y))
+ (sigsqrt/delsqgrt) * vvb * (0(t)0(z)-0(x)"0(2))$
end$

Und hier folgt die explizite Losung als Reduce-Code:

% file kerrnut-loesung.exi
% 1997-06-12
% UM (Uwe Miinch)

% solution funtions for Kerr-Nut-solution

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17
Q(sigsqrt,r):=r/sigsqrt$

Q(sigsqrt,theta) :=jO*sin(theta)* (n0-jO*cos(theta))/sigsqrt$
Q@(delsqgrt,r) :=(lam*r* (2*r**2+j0**2+6*n0**2) /3+r-m0) /delsqrt$

Q@(ffsqrt,theta) :=lam*sin(theta)*jO* (jO*cos(theta)-2*n0)/(3*xffsqrt)$

vvl:=( mO*r**2-2xq0**2*r - mO*(jOxcos(theta) - n0)**2 )/sigsqrt**4$
vv2:=( -(mO*xr-q0**2)*jO*sin(theta)* (jO*cos(theta)-n0) )
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xffsqrt/sigsqrt**5$
vv3:= ((mO*r-qO0**2)*jO*sin(theta)*r ) xffsqrt/sigsqrt**56$
vvd:= (mO*r-qO0*+*2)*(jO*cos(theta)- n0) /sigsqrt**4$
vv5:= (mO*r-qO**2)*r /sigsqrt*x*4$

delsqrt**2:=(1/3) *lam*kr**2* (r**2+j0**2) +r**2+jO**2-n0**2

—2*mO*r+2%q0**2+1am* (2*xn0**2*r**2-n0**4+j0x*2*xn0**2) §
ffsqrt**2 :=1-(1/3)*lam*jO**2*cos (theta)**2+(4/3)*1lam*jO*nO*cos (theta) $
sigsqrt**2:=r**2+(jO*cos (theta)-n0) **2$

conni(a,b) :=conni(a,b)$
torsion2(a) :=torsion2(a)$
end$

Teleparallele McCrea-Kerr-Losung mit verschwindender Konnexion
Auch hier der Ansatz:

% file kerrOc-ansatz.exi
% 1997-07-01
% UM (Uwe Miinch)

% Ansatz for Kerr-solution with zero connection
% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)
% built on: kerrnut-ansatz.exi, UM, 1997-06-12

sin(theta)**2:=1-cos (theta) **2$

Yk ks ks ko sk sk sk ok sk ok o sk sk sk sk ok sk ok s ko ok o sk sk sk sk sk sk sk sk ks sk sk sk s sk sk sk sk sk sk ok ok o
% ansatz for coframe *
Yok sk ko ok o sk o sk sk ok ok ok o ok o sk sk R oK R oK K o K ok K o ok o ok o oK K oK oK R oK ok K o oK ok ok ok ok o ok ook oK oK ok ok
pform  delsqrt=0, rrsqrt=0, ffsqrt=0$

fdomain delsqrt=delsqrt(r),rrsqrt=rrsqrt(r,theta),
ffsqrt=ffsqrt(theta)$

coframe
o(t) = (delsgrt/rrsqrt)*(d t -(jO*sin(theta)**2 )*d phi),

o(x) = (rrsqrt/delsqrt)* d r,
o(y) = (rrsqrt/ffsqrt) * d theta,
o(z) = (ffsqrt/rrsqrt) * sin(theta)*(jO*d t-(r**2+j0**2)+*d phi)

with signature 1,-1,-1,-1$

frame e$

O sk sk sk ok sk s sk ook sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk s ok sk s ko sk sk ok sk sk ok ok sk sk ok o ks ok
% ansatz for torsion *
R L ™

pform torsion2(a)=2$

torsion2(a) :=d o(a)$
end$

und die Lésung:
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% file kerrOc-loesung.exi
% 1997-06-12
% UM (Uwe Miinch)

% solution funtions for Kerr-Nut-solution

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

yA

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17

YA

delsqrt:=sqrt (r**2+j0**2-2*m0*r-(1/2) *q0**2) $
ffsqrt :=1$

rrsqrt:=sqrt (r**2+(jO*cos(theta))**2)$

conni(a,b) :=conni(a,b)$
torsion2(a) :=torsion2(a)$
end$

Isotroper Ansatz

Hier haben wir eine Tetrade in isotropen Koordinaten eingegeben:
A

% file iso-ansatz.exi

% 1997-09-07

% UM (Uwe Minch)

YA

% Ansatz for isotropic coordinates (iso)

%

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)
yA

% built on: kn-ansatz.exi, UM, 1997-06-12

Y4k Kok ok kK ok kK ok ok K ok K K KK Sk KSRk KKK KK SRR K SRRk KK KK KKK o K
% ansatz for coframe *
Yok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk o ook ok ook ok ook ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK ok oK ook ok ok sk ok ok ok ok oKk K ok koK ok oK
pform  psi=0, r=0%

fdomain psi=psi(x,y,z), r=r(x,y,z)$

coframe

o(t) = psi *xdt,

o(x) = (1/psi) * 4 x,

o(y) = (1/psi) * d vy,

o(z) = (1/psi) * d z

with signature 1,-1,-1,-1$

frame e$

Yok sk sk ok ok ok sk ok Kok ok Kok ok Kok sk K ok ok Kok ok Kok ok Kok Kk Kok KR Kok ok ok Kok K ok K ok
% ansatz for torsion *

Yk kKo ok ok ok ok ok sk ok ook ok ook ok ook ok ook o ook K ok ok K ok ok ok oK KoK oK oK ook o ok ok K ok ok Kok oK Kok KK oK K K ook K ok K
pform torsion2(a)=2$

torsion2(a) :=d o(a)$
end$
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Die folgende Losung ist die Rosen-Yilmaz-Tetrade (3.2), vgl Abschnitt 3 (Sei-
te 53):

% file rosen.exi

% 1997-09-11

% UM (Uwe Miinch)

% solution functions for Rosen-Yilmaz-solution

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: sstOc-loesung.exi, UM, 1997-06-12

psi := exp(-m0/r)$
r**Q:= (x**2+y**2+z**2)$
o(r,x):= x/r; Q(r,y):= y/r; @(xr,z):= z/r;

torsion2(a) :=torsion2(a)$
end$

D.3. Die einzelnen Tests

D.3.1. Uberpriifung der Feldgleichungen

Mit dem folgenden Programm testen wir, ob die einzelnen Loungen wirklich Losung
der Feldgleichung (2.16b) sind. In den Zeilen 17-21 des zugehoérigen Codes wihlen
wir aus, welcher Ansatz verwandt wird, z. B. der zur teleparallelen Schwarzschild-
Losung (vgl. Seite 94) oder zur McCrea-Kerr-Losung (vgl. Seite 96). Entsprechend
bestimmen wir in den Zeilen 27-31 den Namen der Ausgabedatei. In den Zeilen 50-54
wird die zum Ansatz passende Losung geladen. Wir geben die Kriimmung und die
erste Feldgleichung vor und nach dem Laden der Losung aus. Abschlieflend setzen wir
die Konstanten p1, p2 und p4 auf die Werte der Einstein-Wahl (2.41b) und iiberpriifen
die 1. Feldgleichung erneut. Auflerdem geben wir die Konnexion und die Torsion aus,
fiir das Aussehen dieser Grofien siehe Abschnitt 2.6.

h

% file feldglg.exi

% 1997-07-01

% UM (Uwe Miinch)

% checks the field equation (2.16b) for special cases
% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17

load_package excalc$ off exp$ linelength 73$

%3k 3k 3k s ok sk sk sk sk o ok ok sk K K ok oK ok K K o ok ok K K 3 ok ok 3K K 3 ok ok K 3K 3 oK oK oK 3 K oK ok oK K K o ok ok K K ok ok ok Kk o ok ok ok K ok oK
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YA loading ansatz and compute-files *
ok ok ks sk ok ok o sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok o sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok o ok Kok ok ok ok ok ko kK ok ok ok ok o ok Kok ok ok ok ok
%in "kerrnut-ansatz.exi"; %

%in "kerrOc-ansatz.exi";

%in "iso-ansatz.exi";

%in "sst-ansatz.exi";

in "sstOc-ansatz.exi"; %

factor o(t),o(x),o(y),0(z)$
in "connection.exi";

f%out "feldglg-kn.reo"; 7%
%out "feldglg-kerrOc.reo";
%out "feldglg-rosen.reo";
%out "feldglg-sst.reo";
out "feldglg-sstOc.reo"; %

4 4 3k sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk K ok ok ok K ok ok ok Kk 3k ok oK K K 3 ok oK K K 3 ok ok K K s ok ok oKk s ok ok ok sk ok ok Kk ok ok K K
% curvature and first field equation *
sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok oK ok K oK K K KK K K Kk o sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok KoK K K oK K K Kk Kk ok ok ok ok
in "curvature.exi";

clear contoril,chrisi$

pform energycomplex3(a)=3,first3(a)=3,noetherist4(a)=4$
in "telepara.exi"; %

energycomplex3(-a):= d htr2(-a) - connl(-a,-b) ~ htr2(b)$
first3(a):= energycomplex3(a) - trenergy3(a);

e ks sk ok sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok o K sk ok ok sk ok sk sk ok Kok ok ok Kok ok K sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok K
% substitution of metric and torsion functions *
% for the special solution *
e ks sk ok sk o sk sk ok ok sk ok ok ok o ok sk ok ok sk ok o K sk ok ok sk ok sk ok ok Kok ok ok Kok ok KK ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok K
%in "kerrnut-loesung.exi"; q0:=0; n0:=0; lam:=0;%

%in "kerrOc-loesung.exi"; q0:=0;

%in "rosen.exi";

%in "sst-loesung.exi";

in "sstOc-loesung.exi"; %

energycomplex3(-a):= energycomplex3(-a)$
curv2(a,b) :=curv2(a,b);

first3(a):= first3(a);

% special cases:

rhol:=0;
rho2:=-1/2;
rho4d:=1;

torsion2(a) :=torsion2(a);
connl(a,b):=conni(a,b);
first3(a):= first3(a);
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quit;

Erwartungsgeméfl sind alle hier benutzten Losungen mit Ausnahme der Rosen-
Yilmaz-Metrik Losungen des Einsteinschen Teleparallelismus.

Daf} die Rosen-Yilmaz-Metrik die Feldgleichungen (3.46) der Kaniel und Itin-Theorie
erfiillt, haben wir mit dem folgenden Programm iiberpriift:

file kaniel.exi
1997-09-14
UM (Uwe Miinch)

checks the field equations (3.46) of K-I-theory
conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: feldglg.exi, UM, 1997-07-01
load_package excalc$ off exp$ linelength 73$

%******************************************************************

A loading ansatz and compute-files *
%tk s sk ke ks o sk s sk sk s sk s e sk sk sk sk sk s sk sk s sk sk s ok sk s sk sk e ok sk sk e sk sk ke ks sk e sk sk s ek sk ok ok ok

in "iso-ansatz.exi";
factor o(t),o(x),0(y),0(z)$

out "kaniel.reo";
in "rosen.exi";

pform dalembert3(a)=3, tracedual4=4, mattertest=0, feldtest3(a)=3;

sgn:=-1$ 7% a bug in Reduce (should work automatically...)
dalembert3(a):=d (# (d (# (# 0(a))))) + # (d (# (d (# (c(@NINS$
traceduald:= o(-c) ~ dalembert3(c)$

mattertest:= # traceduald - (2 * m0/(r**2) * exp(-m0/r))**2;
feldtest3(a) := dalembert3(a) - (1/4)* e(a) _| traceduald;

quit;

D.3.2. Die Noether-ldentitaten

Kettenregel

Aus der Translationsinvarianz des Teleparallelismus-Lagrangians folgt u. a. die Ket-
tenregel (2.23a). Diese starke Identitét mufl also fiir alle Kobasis-Torsions-Ansétze
gelten, die die 1. Cartansche Strukturgleichung (1.10b) erfiillen. Neben der Kettenre-
gel haben wir hier auch iiberpriift, daf3 die 1. Cartansche Strukturgleichung wirklich
gilt, unsere Konstruktion der Konnexion also konsistent ist. Es folgt der zugehorige
Code:
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% file kettenregel.exi
% 1997-06-11
% UM (Uwe Miinch)

%

% checks the equation (2.23a) for special cases
h

% conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

%

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17
load_package excalc$ off exp$ linelength 73%

Of s ks o sk o sk sk o sk o sk ok o ok sk ok o ok sk o ok ok sk o sk sk ok sk sk o sk o sk o sk o sk ok o sk ok o ok sk ok ok ok ok ok ok
% loading ansatz and compute-files *
O sk sk ok sk sk sk ok sk stk sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok ok stk ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok
%in "kerrnut-ansatz.exi"; Y%

%in "kerrOc-ansatz.exi";

%in "iso-ansatz.exi";

%in "sst-ansatz.exi";

in "sstOc-ansatz.exi"; %

factor o(t),o(x),0(y),0(z)$
in "connection.exi";

%out "kettenregel-kn.reo"; Y
%out "kettenregel-kerrOc.reo";
%out "kettenregel-iso.reo";
%out "kettenregel-sst.reo";
out "kettenregel-sstOc.reo"; %

0,
%
O sk sk ok ok sk sk sk ok sk s ok sk ko sk sk ko sk sk ko sk sk ok sk sk ok stk ok stk ok sk ok ok ok
% the tests *

3k 4 ke sk ok sk sk sk o ok sk sk K ok ok sk ok K ok oK ok K ok ok ok 3 K ok oK oK 3 K K ok oK K K oK ok KK ok ok oK K ok ok ok K ok ok K K ok ok K K K

pform cartanist2(a)=2%

Hh

%% Test: 1.) Cartan structure equation: T a = D(V¥ «)
N

cartanist2(a) :=torsion2(a) - d o(a) + conni(a,b) ~ o(-b);

%% Test: 2.) H_a and E_a defined by (2.18a)

Y and (2.18b)
%% Is chain rule (2.23a) valid?
hh

pform test3(a)=3%
in "telepara.exi";

test3(-a):= trenergy3(-a) - e(-a)_|vtrd - (e(-a)_|torsion2(b)) "htr2(-b);

quit;
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In den Zeilen 1721 des obigen Input-Files haben wir dabei die verschiedenen Ansétze,
z. B. zur teleparallelen Schwarzschild-Losung (vgl. Seite 94) oder zur McCrea-Kerr-
Losung (vgl. Seite 96), ausgewéihlt; entsprechend bestimmen wir in den Zeilen 27-31
die Namen der Dateien, in die die Ergebnisse geschrieben werden sollen.

Es zeigt sich, dafl die 1. Cartansche Strukturgleichung und die Kettenregel fiir al-
le benutzten Ansétze erfiillt sind, da die Komponenten von cartanist2 und test3
jeweils erwartungsgemifl verschwinden. Insbesondere sind die unabhéngigen Defini-
tionen von Eq, Hy und V) in diesem und den folgenden Programmen konsistent.

Lorentz-Invarianz

Die zweite Noether-Identitét (2.27a) hingt nur von der Wahl des Lagrangians ab, ist
also auch eine starke Identitét. Daher muf} sie wiederum von allen Kobasis-Torsions-
Ansétzen, fir die die 1. Cartansche Strukturgleichung (1.10b) gilt, erfiillt werden.
Mittels des folgenden Programms haben wir dies fiir unsere Ansétze iiberpriift. Wie-
der bestimmen wir in den Zeilen 17-21 im nachfolgenden Code die Input-Files der
verschiedenen Ansétze (vgl. Seite 94 ff) und geben in den Zeilen 27-31 die gewiinsch-
ten Namen der Output-Files an.

file lorentz.exi
1997-09-07
UM (Uwe Miinch)

checks the equation (2.27a) for special cases
conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17
load_package excalc$ off exp$ linelength 73$

Y sk ok ok o ok sk sk o ok ok ok sk ok o ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok o skok ok sk ok ok sk ok ok sk ok o ok sk ok o ok ok ok o ok ko ok ok
% loading ansatz and compute-files *
Yk sk ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok o ok sk ok ok ok ok ok o kK sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok Kok sk ok ok ok Kok okok ok ok ok K
%in "kerrnut-ansatz.exi"; %

%in "kerrOc-ansatz.exi";

%in "iso-ansatz.exi";

%in "sst-ansatz.exi";

in "sstOc-ansatz.exi"; %

factor o(t),o(x),o0(y),0(z)$
in "connection.exi";

%out "lorentz-kn.reo"; %
%out "lorentz-kerrOc.reo";
%out "lorentz-iso.reo";

%out "lorentz-sst.reo";
out "lorentz-sstOc.reo"; %
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o,
/A
3k 4 ke sk ok sk sk sk ok ok sk sk K ok ok sk ok K ok oK ok K ok ok ok 3 K ok oK oK 3K K K ok oK K K oK ok K K ok ok oK K ok ok ok K ok ok K K ok ok K K K

% the test *
O sk sk ok ok sk ok ok sk stk sk ko sk ook sk sk ko sk ok sk ok sk ok ok sk ok stk ok ok ok

pform test4(a,b)=4%
in "telepara.exi";

test4(a,b) := -metrenergy4(a,b) + o(b) ~ trenergy3(a) - torsion2(b) ~ htr2(a);
quit;

Es ergab sich jeweils fiir alle Komponenten von test4(a,b) — wie erwartet — Null,
also gilt (2.27a) in der Tat fiir die speziellen benutzten Ansétze.

1. Noether-ldentitat

In dem Test der 1.Noether-Identitdt haben wir die starke Noether-Identitét, die
man aus (2.22) ablesen kann, fiir verschwindende Nichtmetrizitéit gepriift (in Reduce-
Programmen ist es nicht einfach moglich, eine Nichtmetrizitit zu erzeugen, da auto-
matisch die orthogonale Metrik (1.13) gewihlt wird). In den Zeilen 17-21 der folgen-
den Eingabedatei haben wir dabei die verschiedenen Ansétze, z. B. zur teleparallelen
Schwarzschild-Losung (vgl. Seite 94) oder zur McCrea-Kerr-Losung (vgl. Seite 96),
ausgewahlt; entsprechend bestimmen wir in den Zeilen 27-31 die Namen der Dateien,
in die die Ergebnisse geschrieben werden sollen.

file noetherl.exi
1997-09-07
% UM (Uwe Miinch)

I

checks the equation (2.23b) for special cases

conventions: Hehl et.al., PRs 258 (1995)

% built on: knxl.exi, fwh, 1987-06-17

load_package excalc$ off exp$ linelength 73$

Yk sk ok ok ko sk ok ok ok sk ok o ok sk ok o ok ok ok ok sk oK ok ok o sk ok o ok K K sk oK sk ok K o KK o koK sk kK o K K

% loading ansatz and compute-files *
O ek sk ok sk sk ok ok ok sk ok o sk ok ok ok sk ok o ok sk ok o ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok o skok ok sk ok ok sk ok o sk ok o ok sk ok ok ok ok ok
%in "kerrnut-ansatz.exi"; Y%

%in "kerrOc-ansatz.exi";

%in "iso-ansatz.exi";

%in "sst-ansatz.exi";

in "sstOc-ansatz.exi"; %

factor o(t),o(x),0(y),0(2)$
in "connection.exi";

Jout "noetherl-kn.reo"; %
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%out "noetherl-kerrOc.reo";
%out "noetherl-iso.reo";
%out "noetherl-sst.reo";
out "noetherl-sstOc.reo"; %

Y4k ks sk ok ok ok ok ok KK ok K kKK SRR K KKK SR KKk Kok KKK KKK KK KK SRRk KoK
A noetherl-test *
Yook sk ko sk ok ook ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK KoK ook ok ok Kok ok ok ok ok ok ok KKK ook ok ok ok ok ok ok ok ok oK
pform energycomplex3(a)=3,first3(a)=3,noetherlisté(a)=4$

in "curvature.exi";
in "telepara.exi";

energycomplex3(-a):= d htr2(-a) - conni(-a,-b) ~ htr2(b)$

first3(a):= trenergy3(a) - energycomplex3(a)$

noetherist4(a):= d trenergy3(a) - connl(a,c) ~ trenergy3(-c) -
(e(a) _| torsion2(c)) ~ first3(-c) + e(a) _|
(curv2(-c,d) ~ o(c)) ~ htr2(-d);

quit;

Wie erwartet ist die Noether-Identitiat noetherist4(a) fiir alle verwandten Ansétze

komponentenweise Null, also erfiillt.
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E. A note on post-Riemannian structures
of spacetime

In diesem Anhang drucken wir den Artikel [HM97] ab, eine Antwort von Friedrich
W. Hehl und Uwe Muench auf den Artikel [Me97]:

Abstract

A four-dimensional differentiable manifold is given with an arbitrary linear con-
nection I'y? = I';,® dz?. Megged [Me97] has claimed that he can define a metric
Gap by means of a certain integral equation such that the connection is com-
patible with the metric. We point out that Megged’s implicite definition of his
metric Gop is equivalent to the assumption of a vanishing nonmetricity. Thus
his result turns out to be trivial.

In the metric-affine theory of gravitation [He95, GrHe96], spacetime is assumed to
be a four-dimensional differentiable manifold equipped with a linear connection I'p?
and, independently, with a metric g,3. Ne’eman and one of us proposed methods
[He85, Ne97] how one could measure the torsion 7% := DvY“ (here ¥ is the coframe)
and the nonmetricity Qqg := —Dgag of spacetime. In a recent note, Megged [Me97]
has claimed that the use of the nonmetricity @,z is misleading in some sense, since one
can define a metric, provided the connection is given, such that it is automatically
“connection compatible”, if we use his words. We will point out that this rests
on the hidden assumption of a vanishing nonmetricity. Since Megged discards the
original independent metric g,g as a meaningful physical field, there is no way that
nonmetricity could enter his theory later.

E.1. Metric-affine spacetime

If a metric g, g and a connection I',” are given, for the conventions see [He95], then we
can raise and lower indices by means of g,g, such as in I'yg := I'y7g, 3, for example.

With the definition of the nonmetricity Qng := —Dgag, it is straightforward to
compute the symmetric part of the connection (see [Scho54] or [He95, eq. (3.10.6)]):
2T (o) = dgap + Qap - (E.1)

These are 40 equations, and no relation between metric and connection has been
assumed.
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E.2. Riemann-Cartan spacetime

E.2. Riemann-Cartan spacetime

If we assume the nonmetricity to vanish, then we find a Riemann-Cartan geometry:
Qop=0 = 203 =dgas - (E.2)
We can choose the coframe to be orthonormal (orthonormal gauge),
Jup = Oap = diag(+1,—1,—1, 1), (E.3)
then
Tiapy =0 or Tug=-Tga, (E.4)

i. e., we are left with 24 independent components of a Lorentz connection. Thus the
connection one-form is SO(1, 3)-valued, describing the fact, that the scalar product
of two vectors is invariant under parallel transport in such a spacetime.

E.3. Megged’s ansatz

He allows only for a connection to be the primary geometrical quantity. Let us call
his connection I'o”®. Then he defines implicitly a metric Gap = G by the relation

007G+ T15"Gay = dGog (E.5)

see his equations [Me97, eq. (7)] and [Me97, eq. (8)]. The G, defined by (E.5), can
be taken for raising and lowering indices, such as in fag = lA“a'YGW;, for example.
Then (E.5) can be rewritten as

2T (0p5) = dGog - (E.6)

If we compare (E.6) with (E.1), we recognize that the ansatz (E.5), which represents
40 independent equations, is equivalent to the assumption

Qop = —DGop=0. (E.7)
Of course, this can also be seen directly from (E.5), since
dGop — 10 Grp —T57Goy = DG - (E.8)

In other words, the equation (E.5), postulated by Megged, amounts to the assumption
of a vanishing nonmetricity Qo3 = 0. And then it is not surprising to fall back to
the metric-compatible Riemann-Cartan spacetime.

Acknowledgments: We are grateful to Ofer Megged for discussions and for making his
paper available to us prior to publication.
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