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Vorwort

Dies ist ein Skript zu der Vorlesung Funktionentheorie, die von Herrn Prof. Dr. M. Armbrust im Som-
mersemester 1992 gehalten wurde.

Dieses Skript wurde mit dem Textsatzprogramm TEX unter der Testversion des Formats ,JATEX 2¢°
im Kompatibilitdtsmodus gesetzt. Einige Zeichen wurden mit einer ApS-IATEX-Option erzeugt, die
zusétzliche Symbole bereitstellt. Die Zeichnungen sind mit dem Programm xfig erstellt und in P[CTEX
konvertiert. Dank daher an Donald Knuth, Leslie Lamport, Stefan Lindner, Lutz Birkhahn, Rainer
Schopf, Frank Mittelbach und vielen anderen fiir die Bereitstellung dieser Programme auf PD-Basis.

Weiterhin mochte ich betonen, dafl dieses Skript lediglich aus der Mitschrift der Vorlesung von Herrn
Prof. Armbrust entstanden ist, die Oliver Hohn fiir mich gemacht hat. Ganz besonderer Dank gilt daher
Herrn Prof. Armbrust fiir seine Vorlesung und Oliver Hohn fiir seine Mitschrift. Ohne diese Vorlesung
bzw. der Mitschrift gébe es das Skript ja nicht.

In den Anhingen A und B sind einige ausgewihlte Aufgaben mit Losungen aus den Ubungen zusam-
mengestellt. Ich danke Oliver Rudolf fiir seine gute Darstellung der Losungen in seiner Ubungsgruppe.
Im Anhang C habe ich einige Ergénzungen aus der Literatur zusammengestellt, auf die Prof. Armbrust
an einigen Stellen verwiesen hat (das dauerte leider 3 Semester ...). Weiterhin steht im Anhang D
etwas zu den (fiir Physiker wichtigen) Kramers-Kronig-Relationen.

Oliver Flimm und Clemens Weber haben diese Mitschrift Korrektur gelesen und auf Schreibfehler
durchsucht. Ich mochte mich hiermit auch herzlich bei ihnen bedanken.
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1. Die komplexen Zahlen

Wir fiithren die Menge
C={z+iy|z,ycR}

ein. Dabei gilt die definierende Gleichung i*> = —1. (Es gilt natiirlich IR C € (néimlich, fiir y = 0)).
Die laxe Formulierung, ,,¢ ist Wurzel von —1%, ist so nicht korrekt, denn mit ¢ ist auch —¢ Losung der
definierenden Gleichung. Es gilt i # —i, denn wére i = —i, so gélte

O0=t4+1=27.

Da fiir diese Zwei 2 € IR gilt, miifite daher ¢ = 0 sein. Aus der definierenden Gleichung sehen wir:
i ¢ IR, daher natiirlich insbesondere nicht Null.

Wir wollen nun Operationen + und - so definieren, dafl €' ein Korper ist. (Die Kérperaxiome sollten ja
bekannt sein (abelsche Gruppe bzgl. beider Operationen; Distributivitét).)

Fiir die Addition erfiillt folgende Rechenregel die Forderung:
(z+1y) + (u+) = (x+u)+i(y+v).
Aus dieser Additionsvorschrift und ¢ ¢ IR folgt:
r+iy=u+iv < r=u und y=v.

Weiterhin erinnert diese Additonsvorschrift an die Vektoradditon im IR?. Durch die Identifikation von
z = x+iy mit dem Paar (z,y) € IR? kann man also die komplexen Zahlen als Vektoren im IR? auffassen,
die mit einer speziellen Multiplikation ausgestattet sind (s.u). Entsprechend stellt man die komplexen
Zahlen in der Gauf3schen Zahlenebene dar (siehe Bild 1.1).

Definition: Fiir die komplexe Zahl z = x + iy bezeichnen wir
Re(z +iy) =«

als den Realteil von z,
Im(z +1y) =y

als den Imagindrteil von z.
1 wird als imagindre Einheit bezeichnet, fiir Re(z) = 0 heifit z imagindre Zahl.

Die Multiplikationsvorschrift, die €' zu einer abelschen Gruppe bzgl. - macht, ist folgende:
(x+iy) - (u+1iv) := (xzu —yv) + i (v + yu) .

Wir iiberpriifen hier nur die Gruppeneigenschaft JExistenz des Inversen'.
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imaginére Achse
3i
2i (3.3)
z=3+ z%
. Abbildung 1.1: Die GauBsche Zahlenebe-
¢ ne mit einer komplexen
- Zahl z und der Konjugier-
| 1 | | | ten Z.
-2 -1 2
. reelle Achse
i
z
_9;

1 1 T — 1y T —y

- =z = = +1
z $2+y2 $2+y2 $2+y2

das multiplikativ Inverse. (selbst nachrechnen)

Definition: Fiir z = = + iy:
2] = +Va? +y?

heifit Betrag von z (natiirlich gilt hier: |2| =0 < 2z =0),
Z=x—1y

heifit Konjugierte zu z. Geometrisch handelt es sich um eine Spiegelung an der reellen
Achse (vgl. Bild 1.1).

|

Es gilt:

|22 =2z = |22
Dies liegt daran, dafl Z = z gilt.
Definition: Eine Funktion ¢ : K; — K5 mit den Eigenschaften
¢(z1 +22) = ¢(21) + #(22)  und
P(z122) = P(21) ¢(22)
nennt man Kdrperisomorphismus. Gilt K1 = Ko, so heifit ¢ Korperautomorphismus.

]

Die Konjugation ist somit ein Koérperautomorphismus von €' .
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Weitere niitzliche Beziehungen und Ausdriicke zwischen den bisher definierten Begriffen sind:

Re(z) = 1(z +z),

2
Im(z) = (2 %) |
21
|z122| = |21] |22] -

Um im folgenden die komplexen Zahlen auch in Polarkoordinaten darstellen zu kénnen, definieren wir:

Definition: Der Hauptwert des Arguments von z (# 0), Arg(z), ist der orientierte Winkel € [0, 27|
zwischen der positiven rellen Achse und dem Ortsvektor von z.

arg(z) := Arg(z) + 27k (ke Z).

Dabei ist arg(z) eine unbestimmte Funktion.

Aus der Abbildung 1.1 erkennt man, daf§ fiir den Polarwinkel gilt:

x _ y
— sin(a) = = .
|2 7 E

Also sieht die Polardarstellung der komplexen Zahlen so aus:

cos(a) =

z =1z 4+ iy = |z| (cos(a) + i sin(a)) (1.1)

Wie wir oben schon gesehen haben, ist die Addition komplexer Zahlen geometrisch eine Addition von
Ortsvektoren. Wie sieht es mit der geometrischen Interpretation der komplexen Multiplikation aus ?

zj = |zj| (cos(ay) + i sin(a;)) ji=1,2
2122 = |z1]]22] ((cos(aq) cos(az) — sin(ay) sin(ag)) + 4 (sin(az) cos(ay) + sin(ay) cos(as)))

= |z1||22| (cos(a1 + ag) + i sin(a; + a3))

Dabei gilt:
Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(za) — 2k,

mit k geeignet 0 oder 1, oder einfacher geschrieben:
arg(z122) = arg(z1) + arg(22) .
Also kénnen wir die Funktion
z — az = |al|z| (cos(Arg(z) + «) + i sin(Arg(z) + «)) ,

wobei a € €'\{0}, a = Arg(a), als Drehstreckung identifizieren (Drehung um «, Streckung um |a|, dies
ist die gesuchte geometrische Interpretation).

Nun kénnen wir hiermit eine Formel fiir die Potenzen (mit n € Z) finden:
z = |z| (cos(a) + i sin(a)) = 2" = |z|"(cos(na) + i sin(na)) .

Man sieht ndamlich leicht, dafi diese Formel fiir n = —1, 0, 1 gilt und mit vollstdndiger Induktion ergibt
sich obige Gleichung. Als Folgerung ergibt sich die sogenannte
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Moivre—Formel:

(cos(a) + i sin(a))™ = cos(na) + ¢ sin(na) .

Wir suchen nun die n—ten Wurzeln einer komplexen Zahl w = |w| (cos(y) +1 sin(y)), wobei v = arg(w).
Fiir die n—te Wurzel z = |z| (cos(a) + @ sin(a)) von w gilt also:

|w| (cosy + i siny) = w = 2" = |z]"(cos(na) + ¢ sin(na)) .

Hieraus folgt sofort:
|z| = 4+ V/|w| und v =na+ 2kw

fiir irgendein k € Z. Also ergibt sich « € [0, 27| aus

2km
a=2 T i ke{l—-n,...,0}.
n n
Die Hauptwerte o = 1, T 4 27“, cey I w liefern also n verschiedene n—te Wurzeln aus w, weitere

n—te Wurzeln aus w gibt es nicht. Insbesondere ergibt sich fiir w = 1:

.. 2(n—1
+ 4 sin ("n)w,

- 2(n—1
1, cos2X +isin2" ..., cos ("n )

die sogenannten n—ten Einheitswurzeln. Seien nun €; und €5 zwei n—te Einheitswurzeln. Dann ist

auch das Produkt eine n—te Einheitswurzel: (e162)™ = e} = 1-1 = 1. Es ergibt sich sogar, daf§ die

n—ten Einheitswurzeln unter der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Abbildung 1.2: Die dritten Einheitswurzeln lauten z; =1,
29 = —% + %\/3, 23 = —% — %\/ﬁ Zusatzlich

1 ist die Einheitskreislinie {z € €' | |z| =1} ein-
\‘\/ gezeichnet. Die vierten Einheitswurzeln sind:
z=1,7,—1,—1.

Sei nun w € €' \{0}, z" = w und ¢4, ...,&, die n—ten Einheitswurzeln, so gilt: zeq,..., ze, sind alle
n-ten Wurzeln aus w. Denn wire ze; = ze;, so gilte (z # 0) ¢; = ¢;. Aber fiir ¢ # j sind die
Einheitswurzeln verschieden, somit sind obige Wurzeln alle n—ten Wurzeln.

Wir definieren nun:

C :=CU{c0}.

Wir wollen, daB aus lim |z,| = +oo (€ IR) (also reell gesehen) limz, = oo (€ €) (das komplexe
Unendlich) folgt. Dazu definieren wir die Umgebung um Unendlich (zusétzlich zu den Umgebungen um
jeden Punkt € @ bzgl. der euklidischen Norm) (R € IR, ):

Ugr(co):={z€C||z]| >R }U{oco} .

Mit dieser (kanonischen) Topologie ist € kompakt (vgl. unten).
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x3
N =(0,0,1)
A._H(z)
' T2 =Y
e z=x+ 1y
r1 =

M = (0,0, 3)

Radius%

Abbildung 1.3: Bijektive Abbildung der Gaufischen Zahlenebene (@ ) auf die
Riemann’sche Zahlenkugel mittels stereographischer Projekti-
on. (Diese stereographische Projektion erkliart auch, warum €
kompakt ist (vgl. Text).)

Aus Folgenbetrachtungen ergeben sich die Definitionen folgender Ausdriicke fiir z € ':

z

0Ez i=Fz+00 =00; —:=0,
00
00z =200 =00 =:00:00,
und falls z # 0:
z 00
— =00 = —
0 0
Undefiniert sind weiterhin folgende Ausdriicke:
00+ 00; 0-00; s ; 9 .
o0 0

Beachte: € ist kein Korper!

1.1 Die Riemannsche Zahlenkugel, stereographische Projektion

Wir betrachten nun Abbildung 1.3 im IR® mit kartesischen Koordinaten: Die Sphire S? wird Rie-
mann’sche Zahlenkugel genannt und wird durch die Gleichung

x? —1—133—1—1,‘% =x3 (1.2)
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parametrisiert. Die Abbildung II, die in der Abbildung 1.3 angedeutet ist, heifit stereographische Pro-
jektion'. Um die Funktion II explizit angeben zu konnen, folge man dem folgenden Rezept: Der Funk-
tionswert II(z) ergibt sich aus der Bestimmung von A € IR\{0} so, daf§

(0,0, 1) + A (Iay7 _1)

auf S? liegt (A = 0 ist trivialerweise der Nordpol und daher uninteressant). Dazu setzt man obige
Geradengleichung in Glg. 1.2 ein. Es ergibt sich nach Berechnung von A:

(2) T Y 2+ y?
[I(z) = .
2 +y?+17 22 4+y?+ 17 a2 +y?+1

Fiir (21,22, 23) € S?\{N} ist

T1 . T2
(1,2, 23) (1—x3+21—x3)

Mit II(oco) = N wird II eine Bijektion zwischen € und S2. Da die Funktion sogar stetig ist in beiden
Richtungen, ist II sogar Homdomorphismus (und wir sehen jetzt auch ein, da8 € kompakt ist?).

Definition: Der chordale Abstand zweier Punkte a,b € T ist
pla,b) := euklidischer Abstand d(II(a),II(b)) im IR® .
|

Dies ist eine Metrik auf €', die natiirlich nicht die gleiche Metrik ist wie die euklidische (der Zahlen-
ebene) auf €. Sie liefert aber die gleiche Topologie auf € wie die obige. Fiir den chordalen Abstand
gilt: p(a,b) <1 (das ist der Durchmesser der Riemann’schen Zahlenkugel).

Wir erkliren folgende Begriffe:
Kreis in € := Kreis in €.
Gerade in € := (Gerade in €') U {oo}.
Kreise auf S? := nichtleere, mehrpunktige Schnitte von Ebenen mit S2.

Satz 1: Die Projektion II bildet Kreise in € auf Kreise in S%\{N} ab und Geraden in C auf Kreise
in S% durch N.

Beweis: Die Ebene
E: ax+fre+yr3 =0 ((a, B,7) € R*\{0},6 € IR)

habe mit S? mindestens zwei Punkte gemeinsam. Das Urbild in € von E N S? unter IT wird
beschrieben durch
2, 2
ax2+y2+1+61‘2—|—y2+1+7x2+y2+1 -
= ar+fy+ (-0’ +y*)=4.

Aus der Ebenengleichung erkennt man:

y=0 <= NEeckE.

1Vergleiche zu den Aussagen zur stereographischen Projektion und zur Mé&biustransformation auch die Aufgabe 176
aus den Ubungen zur Analysis III; beachte allerdings, daf§ dort f die Umkehrfunktion zu dem II hier ist und die
Riemann’sche Kugel dort anders liegt.

2Wir haben einen Homéomorphismus zwischen €' und S2. Mit Analysis III, 12.16, und da S? kompakt (im RS) nach
Heine-Borel (12.19), folgt diese Bemerkung.
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Falls vy =6: (o, ) # (0,0) (sonst wére der Schnitt nicht mehrpunktig), also ist das Urbild
von S2NE in € eine Gerade, also ist [I7*(S%2 N E) eine Gerade in € .

Falls v # §:  Alsoist y—§ # 0 und II7}(S?N E) ist ein Kreis in ', also ein Kreis in 0, (denn
mindestens zwei Punkte 16sen die Gleichung nach Voraussetzung).

|
1.2 Die Mébiustransformation
Definition: Sei a,b,c,d € €', det ( Z Z ) # 0. Die Abbildung
az+b
[
cz+d
von € auf € (insbesondere —% +—— 00 und oo —— 2) heiit Mdobiustransformation.
|
Der Ansatz
_az+b
Ccz+d
liefert durch formale Rechnung (in C')
dw—b _
p= 2 det ( d b ) 0,
—cw+a —c a
a d

also wieder eine M&biustransformation. (& —— oo, oo —— —%). (Also: das Inverse existiert; Abbildung
auf € ).

Beziiglich Hintereinanderausfithrung bilden die Mobiustransformationen eine Gruppe.

id@\ ca=1,b6=0,¢c=0,d=1.

Diese Gruppe wird erzeugt durch spezielle Mobiustransformationen:

1. Translationen: w=2z+b bea).

2. Drehstreckungen: w =az (a € @\{0}).
3. Inversion: w = % .

Behauptung: Translationen und Drehstreckungen fithren Geraden in Geraden und Kreise in Kreise
iiber. Inversionen fithren

e Geraden durch 0 in Geraden durch 0
e Geraden ohne 0 in Kreise durch 0
e Kreise durch 0 in Geraden ohne 0

e Kreise ohne 0 in Kreise ohne 0

iiber.
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Beweis: Sei a,y € IR, g € €', so daB |q|?> > ay. Dann beschreibt

Sei f(z) =

azzZ+qz+qz+v=0 (1.3)

einen Kreis oder eine Gerade, letzteres genau dann, wenn o = 0. Denn setzt man in (1.3)
z =+ iy und ¢ = u + v ein, so erhélt man

a(z® +y?) + 2ur + vy +7=0.
Diese Gleichung beschreibt unter den angegebenen Bedingungen alle Kreise und Geraden in

C.

Setzt man nun w = % in (1.3) ein und multipliziert mit ww, so ergibt sich:
a4+ quw+qw + yww =0 .

Diese Gleichung beschreibt das Bild (bzw. Urbild) der Gleichung (1.3) unter Inversion; es
handelt sich also wieder um einen Kreis oder Gerade (Strukturgleichheit der Gleichungen).
Fiir v = 0 beschreibt die invertierte Gleichung eine Gerade, fiir « = 0 A v = 0 beschreibt sie
eine Gerade durch 0. Betrachtet man die Ausgangsgleichung fiir diese Bedingungen, so erhilt
man die Behauptung.

|
‘C‘ZZIZ Mobiustransformation. Falls ¢ = 0, ist d # 0 und
Drehstreckung
a b
f(z) = 7 ° + 7
Translation

Sei ¢ # 0: Dann ist f = fy o fz o fo o f1, wobei

fl(Z) = Z+g,
) =
f3(z) = %(bc—ad)z,
e —
£0
falz) = z—l—%.

Denn damit gilt:

f1 d 7 1 fs bc—ad f, az+b
— — — [Rant .
c P % 2z +cd cz+d

Also gilt der folgende Satz:

Satz 2:

Mobiustransformationen sind bijektive Abbildungen von C auf sich; sie bilden bzgl. Hinter-
einanderausfithrung eine Gruppe, die von Translationen, Drehstreckungen und der Inversion
% erzeugt wird. Das Bild einer Geraden oder eines Kreises unter einer Mobiustransformation

ist entweder eine Gerade oder ein Kreis.



2. Unendliche Reihen

Anmerkung von mir: In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dafl die im folgenden unbewiesenen Aussagen
und Sitze in der Vorlesung Analysis fiir das Reelle bewiesen wurden. Der Beweis der entspre-
chenden komplexen Aussage geht nach den gleichen Prinzip, es sind keine neuen Betrachtungen
notwendig. Wer die Vorlesung von Professor Reckziegel gehort hat, kennt den Beweis meist schon
fiirs Komplexe, teilweise sogar fiir beliebige Banachrdume (somit sind die Aussagen hier nicht neu,
sondern nur eine Zusammenstellung). In Fuinoten werde ich Hinweise auf die jeweiligen Kapitel
im Reckziegel-Skript, seiner Vorlesung bzw. der zugehérigen Ubung geben.

Wir setzen den Konvergenzbegriff in € voraus' und erkliren den Grenzwert gegen oo in T

lim z, =z, lim 2z, =00 <= lim |2,| = 400 (€ IR) .
n—oo n—oo n—oo

Falls lim,, oo wy,, = w und lim,, .~ 2z, = z, wobei z,, w, € C, so gilt:

lim (z, T wy) =zt w. (2.1)

n—oo

Beweis: Den Beweis sieht man durch Zerlegen in Real- und Imaginérteil und Betrachten der reellen
Folgen?. |

Eine unendliche Reihe ist ein Ausdruck

oo
Zak, wobei meZ, a, € C .
k=m

Eine Partialsumme ist die endliche Summe
n
Zak::sn (n>m).
k=m

Die Reihe konvergiert, wenn lim,,_,c s, in € existiert3.
[ |

Wir wollen nun einige Hilfsmittel und Methoden zur Behandlung unendlicher Reihen zur Verfiigung
stellen:

1. Falls
(o) R o0
sz:seﬂj A Zwk:reC, zel ,
k=m k=m

IDefinition des Konvergenzbegriffs in beliebigen metrischen Riumen: Analysis I, 4.1.
2Der Beweis fiir metrische Produktriume (a,b): Analysis I, 4.5; fiir normierte Vektorrdume: Analysis I, 5.3.
3die entsprechende Definition: Analysis I, 6.1.



2. Unendliche Reihen 10

so gilt®:
o0
Z(zk:twk) = s+,
k=m
o0
ZZ'Zk = z-s.
k=m

2. Cauchy—Kriterium?®: > re,, 2k konvergiert (in €' ) genau dann, wenn fiir jedes reelle € > 0 ein
k. > m existiert, so daB fir alle k1, ko mit k. < k1 < ko gilt:

|Zkl+2kl+1+...+2k2|<€.

Das heif3t: Die Aussage ,,Die Folge der Partialsummen ist eine Cauchy—Folge* reicht fiir die Kon-

vergenzaussage ausﬁ .

3. Notwendige Bedingung”: Falls Y77z, in € (nicht @) konvergiert, gilt

lim 2z, =0.
n—oo
4. 322 2k heiBt absolut konvergent®, wenn Y ;- |z;| in IR konvergiert. (Eine konvergente Reihe,
die nicht absolut konvergiert, heifit bedingt konvergent.) Absolut konvergente Reihen sind konver-
gent:
|2k, + oo 2hy | <2k |+ 2R, < e

5. Die geometrische Reihe”:

ad 1—ntl
Z P mit den Partialsummen Sn =7 (fiir z # 1)
k=0 —F
divergiert fiir |z| > 1 nach 3). Falls |z] < 1:
- 1
2F = lim s, =
n—oo —Z
k=0
Beispiel:
i ( i o= 1 3  9+43i
P 3 -5 3—1 10

6. Vergleichskriterium fiir Konvergenz'®: Wenn Y 7wy, absolut konvergiert und ein kg exis-
tiert, so daB fiir alle k > ko : |2;] < |wy], so konvergiert auch Y ;- z; absolut.

7. Wurzel-Kriterium: Sei

. 1
m>1, r = limsup |z;|* .
k>m

> e, 2K konvergiert absolut, wenn 0 < r < 1 und divergiert, falls 1 < r < oco.!?

4yvgl. Analysis I, 6.6.

5vgl. Analysis I, 6.7.

6 ist ja ein Banachraum.

Tvgl. Analysis I, 6.2.

8vgl. Analysis I, 6.8.

9vgl. Analysis I, 6.3.

10ygl. Majorantenkriterium in Analysis I, 6.9, Bedingung 1.
MU Konvergenz: 6.9, Bedingung 3; Divergenz: Aufgabe 93).
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8. Quotientenkriterium: Seien alle

k41
2k

Rk+1
2k

v = lim inf

zk # 0, u = limsup

Falls 0 < p <1, ist Z;O:m 2k absolut konvergent. Falls v > 1, ist Z;O:m 21, divergent.'?

9. Integralkriterium®?: Falls f im Reellen (also nur fiir absolute Konvergenz anwendbar) monoton
fallend ist, so gilt:

Z f(k) konvergiert <= / f(z)dx existiert.

k=m m

Bemerkung:
k=m

ist ein €'=VR. Die konvergenten Reihen bilden einen echten Teilraum, die absolut
konvergenten Reihen bilden einen echten Teilraum davon.

10. Dirichlet—Produkt von Reihen:
(Z zk> . (Z wk> =3 s
k=m k=m k=m
Falls beide Reihen absolut konvergieren, konvergiert auch das Dirichlet-Produkt absolut.

Beweis: Eigentlich sollte sich den jeder selbst schnell iiberlegen kénnen. Aber ich bin ja nicht so: Weil
> ne.n 2k absolut konvergiert, gilt nach dem notwendigen Kriterium (3), da ein no € Z exis-
tiert, so dafl |z,,| < 1 fiir alle n > ng. Daher fiir k > no: |wrzk| = |wk||2x] < |wk|. Nach dem
Majoranten—Kriterium (6) ist dann die Behauptung gezeigt.

(55) (&5e) - (5]

Falls beide Reihen absolut konvergieren, konvergiert auch das Cauchy—Produkt absolut'*. Wenn

o0 oo
E Zk = 2, E W =W
k=0 k=0

und das Cauchy—Produkt konvergiert, so konvergiert es gegen z - w.

11. Cauchy—Produkt:

12. Weierstrafy’scher M—Test: Im Vorgriff auf die folgenden Definitionen geben wir schon jetzt
einen Majorantentest fiir Funktionenreihenkonvergenz an.
> reo fx konvergiert absolut und gleichméBig auf einer Teilmenge F, falls es eine konvergente
Reihe Y77 ) My, mit M, € IR, gibt, so daf

VzeE: |fu(z)] < Mg.15

12Konvergenz: 6.9, Bedingung 2; Divergenz: Aufgabe 93).
B3ygl. Analysis IT, 10.6; Aufgabe 151).
Mygl. Analysis IT, Aufgabe 95); es reicht bereits, daf eine Reihe absolut konvergiert.
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Sei
fk:ECC — C, k=0,1,2....

f beschrinkt auf E soll heiflen:
M elR,:VzeE: |f(z)|<M.

> reo [ konvergiert punktweise auf E gegen f will heifien: Vz € E konvergiert Y- o fi(2) gegen f(z).
Bei gleichmdfiger Konvergenz hingt N(e) nicht von z ab. Weiterhin gilt fiir gleichmiflige Konvergenz:
Falls alle f stetig sind, so ist auch f stetig!® (analog beschrinkt). Sei nun z = x + iy,

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) mit u,v:DCIR* — IR.

Dann ist f genau dann stetig bei z, wenn u und v stetig bei (xg,yo) sind.

2.1 Potenzreihen, Zweige

Definition: Potenzreihen sind Funktionenreihen mit

fu(2) = ap(z — a)k | a,ar € € fest.

Satz 1 (Cauchy—Hadamard): Sei

1
R=——— Re {0} URy U{oo}.
lim sup |ag|*

R wird Konvergenzradius genannt (die Gleichung ist auf c giiltig).

1. Falls 0 < R < oo, konvergiert > p-, ax(z — a)* absolut auf Ug(a) und gleichméBig auf
U, (a) fiir r < R. Die Reihe divergiert fiir alle z mit |z —a| > R. Fiir |z — a| = R 148t sich
keine allgemeine Aussage machen.

2. Falls R = 0, konvergiert die Reihe nur fiir z = a.

3. Falls R = oo, konvergiert die Reihe auf ganz € absolut und gleichméfig auf jeder kom-
pakten Teilmenge von €.

Ug(a) heifit Konvergenzkreis. Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, ist (wegen der gleichmé-
Bigen Konvergenz auf U,(a)) Y p—, ar(z —a)¥ nach dem 1. Vererbungssatz auf Ug(a) stetig'”.

Satz 2 (Quotientenkriterium fiir Potenzreihen): Falls alle aj # 0 und lim|a‘;ﬁ\ = r und wieder-
um 7 € {0} U IR, U {oo}, so ist r = R.18

5Den Beweis zum Teil mit der glm. Konv. will ich hier ergénzen, vgl. auch: Barner, Flohr, Analysis I, S. 314.
Die Funktionen fi sind durch M}, beschriankt, also € B(E, C ) Nach Analysis I, 5.5, ist gleichmé&fige Konvergenz
gleichbedeutend mit Konvergenz in B(FE, ') bzgl. ||.||cc. Da B(E, ') ein Banachraum ist, reicht die Erfiillung
des Cauchy—Kriteriums. Nach Voraussetzung konvergiert > 72 o My, erfiillt also das Cauchy—Kriterium in 1R+ ccC
bzgl. |.|. Wihle zu vorgegebenem e also das ng des Kriteriums geeignet. Wegen der Dreiecksungleichung und der
Voraussetzung || fx||co < M gilt also mit den geeigneten n, p > ng das gewiinschte Cauchy-Kriterium:

n+p n—+p n+p
SRl < DD Ml D Mi<e.
k=n+1 o k=n+1 k=n+1

16ygl. Analysis I, 5.4; 1. Vererbungssatz.
17ygl. Analysis II, 8.2.
18yvgl. Analysis 11, 8.2; Aufgabe 114).
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Beweis: Serie 2, Aufgabe 3 (vgl. Anhang A, Seite 80, Anhang B, Seite 93).
|

Wenn wir im folgenden unendliche Summen auseinanderziehen, etc. , so tun wir dies unter Beachtung,
daB dies nur fiir absolut konvergente Reihen sicher funktioniert (Umordnungssatz).

Beispiel: 1. Exponentialfunktion'?:

konvergiert auf ganz € absolut und stellt eine stetige Funktion dar. Wir betrachten
einige Eigenschaften:

n=0 \k=0
_ = S n! k, n—k
- A (S )
n=0 k=0
oo 1 .
= D +w
n=0
— eerw

Also e?e™% = ¥ =1 fiir alle z € € . Daraus folgt: e* # 0 auf ganz C .
Nun betrachten wir fiir y € IR:

, > (iy)k
SR

k=0

_ i (_1)ly2l ) e (_1)ly2l+1

~ 7 4y
L (2! 2+ 1)

= cos(y) + ¢sin(y) .

Dabei benutzen wir die Kenntnis der reellen Potenzreihen fiir Sinus und Kosinus. Wir
erkennen nun mit (1.1), daf sich jede komplexe Zahl auch in der Form

z=x+iy=re? (2.2)

mit r = |z| und ¢ € IR schreiben lafit (zweite Art der Polardarstellung) .
Sei nun wieder z = x + ¢y. Dann gilt:

e = ¢ (cosy+isiny)
e?t2mki oz, (cos(y + 2]{771') + isin(y + 2]€7T)) = e* mit ke Z.

9 Alle diese Beispiele wurden in Analysis II, Kapitel 8, nur fiirs Reelle definiert und betrachtet; z. B. die Exponential-
funktion mit Hilfe der Funktionalgleichung in 8.6.



2. Unendliche Reihen 14

Die Exponentialfunktion ist also 2wi—periodisch. Dies ist die einzige Periode, denn (mit
w = u + v) folgt:

ef=e" <= l1=e""=¢e""(cos(y—v)+isin(y—v))
— e""=1 A cos(y—v)=1 A sin(y—v)=0
— z=u N y=v+2%kr (keZ)
—  z=w+ 2kmi fiir ke Z .

Insbesondere ist €287 = 1 fiir alle k € Z.

. Trigonometrische Funktionen: Die Reihen

& Z2l+1
sin(z) = Z}‘”%m+nw
e 210
COS( 2 = — lz—
(2) Z} U(%ﬁ

konvergieren absolut auf ganz €' . Durch Nachrechnen mit der Exponentialreihe erhélt
man die Formeln:

%7 = sin(z),
eiz + e—iz
—s = cos(z) .

An diesen Formeln erkennt man sofort, dafl auch die komplexen Sinus- und Kosinus-
Funktionen 27—periodisch sind (aber auf ganz €' ), denn setzt man w = z 4+ 27 in die
Formeln ein, so sieht man, daf} sich die Funktionswerte nicht &ndern, da die Exponen-
tialfunktion 27i—periodisch ist.

Wir wollen nun {iberpriifen, ob dies die einzige Periode ist. Sei also p eine beliebige
Periode. Dann gilt:

Vze C : sin(z + p) = sin(z)
— sin(g—i-p)zsin(g):l
= TP _ T3P g
= e’ +ie P =2
= e 2P 11 =0 (Erweitern mit eP?, Division durch i)
= (" -1)*=0
— =1,

Dies gilt, wie wir unter 1) auf Seite 14 gesehen haben, genau dann, wenn pi = 2kmi fiir
k € Z, d.h. es gilt: ,p ist genau dann Periode von sin oder cos, wenn p = 2k7 (mit
ke Z)“.

Weiterhin gelten auch im Komplexen fiir alle z € € die Additionstheoreme (2.4) und

(2.5), sowie einige weitere aus dem Reellen bekannte Eigenschaften:
sin?(2) + cos?(z) =1 (2.3)

cos(z) = —cos(m — z
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Fiir y € IR ergibt sich:

Yy—00

1
| sin(iy)| = §|e_y —eY — +4o0.

Analoges ergibt sich fiir den Kosinus. Also: Die komplexen Sinus- und Cosinusfunktionen
sind im Gegensatz zu den reellen Funktionen nicht beschrinkt.

3. Die Hyperbelfunktionen:

sinhz := % Sinus hyperbolicus ;
z —Zz
coshz := % Cosinus hyperbolicus .

Aus dieser Definition erkennt man sofort, daf3 die einzige Periode der Hyperbelfunktio-
nen 2mi ist. Es gilt:

cosh?(z) — sinh?(z) = 1. (2.6)

Bemerkung von mir: Ebenso erkennt man an dieser Definition leicht, daf} gilt:
sin(iz) = isinh(z) und  cos(iz) = cosh(z) . (2.7)
|

Fiir w # 0 schreibe
z=log(w) <= w=e".

Dabei sind diese Gleichungen mehrdeutig, da sie von verschiedenen z erfiillt werden. Fir z = x + iy,
a = Arg(w) gilt:
e® = e"(cosy +isiny) = |w| (cosa +isina) =w.

Das ist dquivalent zu
e =lwl AN y=a+2kr,

d. h. y ist ein Argument von w. Das ist gleichbedeutend mit:
zr=Inlw| A y=arg(w).
——
reell

Also stellen wir nun fest:

z =logw = In|w| + i arg(w)

Insbesondere ist
z =Logw :=In|w| +1i Arg(w)

eine auf € \{0} definierte eindeutige Funktion, die auf der positiven reellen Achse unstetig ist.

Definition: Wenn f(z) eine mehrdeutige Funktion ist (wie z.B. arg,log, /), £ C € ein Gebiet
(d. h. eine offene zusammenhingende Menge), auf dem f definiert ist, so nennt man jede
eindeutige und stetige Funktion F' : E — €', so daB fiir alle z € F F(z) ein zuléssiger
Wert fiir f(z) ist, einen f—Zweig.
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Beispiel: e Die Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus:

iz —iz

w= sinz = % -€"*:  pg-Formel
= e =iw+ /1 - w?
= iz =log(iw+ V1 —w?)
— z=—ilog(iw+ v1—w?) =:arcsinw .

Einen eindeutigen Arcussinus erhélt man mittels Log und Festlegung der Quadratwurzel
auf das Argument o mit 0 < o < 7.

arccosw := —ilog(w + Vw2 —1) .

e Die Areafunktionen:
arsinh(w) = log(w+ vw?2+1),
arcosh(w) = log(w+ Vw2 —1).

Einen eindeutigen Arccos, Arsinh, Arcosh erhélt man jeweils durch Einschrinken des un-
endlich-deutigen log auf Log und der zweideutigen Quadratwurzel auf das Argument o mit
O0<a<m.

Satz 3: Eine Potenzreihe stellt auf ihrem Konvergenzkreis Ug(a) eine stetige Funktion dar. Wenn die
Reihe auf dem Rand dieses Kreises in einem Punkt absolut konvergiert, konvergiert sie auf
dem ganzen Rand absolut und stellt auf ganz Ug(a) eine stetige Funktion dar.

Satz 4: (Abel’scher Grenzwertsatz) : Konvergiert
o0

6= Y e —af
k=0

in einem Randpunkt zy des Konvergenzkreises Ur(a) bedingt, so gilt:

zZ—2z0

lim f(z) = f(20) = Zak(zo - a)k )
k=0

wenn z auf dem Strahl a + A(20 —a) (X € [0,1]) bleibt.?°

Satz 5: (Identitéts- und Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen): Sei
f2) =) an(z—a)*
k=0
auf Ue, (a) und
9(z) = bz —a)*
k=0

auf U, (a) absolut konvergent. (z,,)nc v sel eine Folge in U, NU.,\{a}, die gegen a konvergiert.
Falls fiir alle n € IN : f(z,) = g(2n), ist ap = by fiir alle k € INy. Daher: f = g auf der
Schnittmenge U., N U.,.?!

Korollar: Wenn eine Funktion f in einer Umgebung von a in eine Potenzreihe entwickelbar ist, dann
nur auf eine Weise. (d. h. die Koeffizienten der Reihe sind eindeutig bestimmbar.)

20In Analysis II, 8.4, haben wir eine deutlich weitergehende Aussage getroffen, ohne diese allerdings zu beweisen.
21ygl. Analysis I, 8.3.



3. Komplexe Differentiation

3.1 Definition und grundlegende Aussagen
Sei eine Funktion gegeben:
f:E—C (E CC offen,a € E) .

Der Differenzenquotient von f bei a ist eine Funktion

1) = f(@)

zZ—a

Og : E\{a} — T 5(1(3) =

Falls lim,_,, 0,(z) in € existiert, heifit er die Ableitung bzw. Differentialquotient von f bei a und wird
mit f'(a) oder %|Z=a bezeichnet; f heiit dann komplex differenzierbar (demnéchst einfach differenzier-
bar) bei a.

Differenzierbarkeit bei a bedeutet die Existenz einer bei a stetigen Funktion d : E — €' mit
f(z) = fla) =d(z) - (z —a) (d(a) = f'(a)) -
Folglich ist eine bei a differenzierbare Funktion dort auch stetig.

Beispiel: o Seice @, f(z) =cauf E. Dann: f'(a) =0 fiir alle a € E.
e Seine€ IN,, f(z) = 2" auf E. Dann: f’(a) = na™"" fiir alle a € E.

Anmerkung von mir : Ich mochte schon hier betonen, dafi die komplexe Differentiation nicht mit der
(totalen) Differentiation im IR? zu identifizieren ist.

Satz 1: Falls fi, fo : E — € bei a € E differenzierbar sind, ¢ € €', so sind auch die Funktionen
f1 £ fa, f1 - f2, ¢+ f1 bei a differenzierbar:

(it f) = A+
(fi-fo) = fi-fot+fifas
(c- fi) = c-ff.

Falls fo(a) # 0, ist % in einer Umgebung von a definiert und in a mit

(ﬁ)’_fz-f{—frfé
2 (2)?

differenzierbar.

17
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Beispiel: e Daher gilt fiir f(z) = 1: f/(2) = —%.
o Weiter gilt fiir m € Z, f(z) = 2™: f/'(2) = mz™" 1
Satz 2: E,G C € offene Mengen, a € E. Sei
g:F— G, gla)=be G

und
f:G—C.

Falls f differenzierbar bei b und g differenzierbar bei a, ist f o g differenzierbar bei a mit
(fog)(a) = f'(9(a)) - g'(a) .

Beweis: siche im Reellen!.

Beispiel: Fiir h(z) = (9(2))" (n € IN) gilt: ' (a) =n - (g(a))" 1 - ¢'(a).
Satz 3: Ist die Reihe -
ok ()
k=m
konvergent auf der offenen Menge E C €' und sind die fj alle differenzierbar auf ganz F, so

daf} die Reihe -
S f
k=m

auf F gleichméflig konvergiert, so ist () auf F differenzierbar mit

(z fk) “Sh
k=m k=m
[ ]

Beweis: Fiir diesen Beweis gibt es kein Analogon im Reellen. (zumindest kann ich mir nicht vorstellen,
daB eine einfache Ubertragung auf den Beweis von Analysis IT, 9.8 méglich ist (dort steht eine
entsprechende Aussage fiir Funktionen mit reellem, beschréinktem Defintionsbereich).) Fiir
den Beweis einer Aussage, die sogar nur schwichere Voraussetzungen braucht, mit Mitteln, die
wir erst noch entwickeln: s. Anhang C.1, Seite 123. Um zu sehen, dafl wir keinen Zirkelschlufl
begehen, beachte man den nichsten Fufinotenhinweis.

Fiir Potenzreihen ergibt sich?:

(o) oo
Zak(z—a)k ~ Zkak(z—a)kfl .
k=0 k=1

Da
lim Vk=1,

k—o0

stimmen die Konvergenzradien der Potenzreihe und ihrer Ableitung iiberein. Also:

ldie entsprechenden Aussagen fiir Funktionen mit reellem Definitionsbereich: Analysis I, 7.2, 7.5, 7.6.
2vgl. Analysis I, 8.5; man betrachte die folgende Theorie auf diesem Reckziegel-Beweis aufgebaut (das folgende Korollar
ist dann natiirlich ein eigener Satz wie bei Prof. Reckziegel).
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Korollar: Die durch die Potenzreihe > r- ; ax(z —a)* dargestellte Funktion ist in jedem inneren Punkt
z des Konvergenzkreises differenzierbar mit der Ableitung

Z kap(z —a)*~ 1.
k=1

Fiir die n—te Ableitung folgt dann:

fP2) = Y (k-n+1)-... k-ag(z—a)"

k=n
= k! L
= ar(z —a)"™ "
L
Daher )
n
f™a)=n!-a, = a,= ! '(a) .
n!
Anwendung:
exp'(z) = exp(z),
sin’(z) = cos(z),
cos'(z) = —sin(z),
sinh’(z) = cosh(z),
cosh’(z) = sinh(z).

Satz 4: Sei f: E — € eine Bijektion von E auf f(FE); die Umkehrung sei f~!: f(E) — E. f und
f7! seien stetig. (Also: f ist Homdomorphismus). Falls f bei a € E differenzierbar ist mit
f'(a) # 0, soist f~! differenzierbar bei b := f(a) und es gilt:?

Korollar: 1. Fiir jeden Logarithmenzweig mit w # 0 ist
1 1
log’ =—— = —.
& () = S llog(@) ~ w
2. Fiir jeden Zweig von arcsin gilt:
1
sin’ (arcsin(w))
1
cos(arcsin(w))
1

Vi—w?’

wobei v/1 — w? so zu wihlen ist, dal /1 — w? = cos(arcsin w) fiir den gegebenen Zweig
des arcsin.

arcsin’(w) =

3vgl. Analysis II, 7.12 fiir Funktionen mit reellem Definitionsbereich; dies war die letzte auch fiirs Komplexe geltende
Aussage; alles weitere dieser Vorlesung sollte neu sein.




3. Komplexe Differentiation 20

3.2 Die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen

Beispiel fiir eine Funktion f : € — €', die als Funktion von IR? in IR? iiberall reell differenzierbar
ist (sogar total differenzierbar), aber nirgends komplex differenzierbar:

fz) =%
Denn: Seia e €, he C:

5 — fla+h)—fla) a+h—-a E
a h B h T h
helR: limp_gd, =1
h=ih (heR): limy 06, =—1.
Wir sehen also: limy,_,q d, existiert nicht fiir beliebiges h. |

Beispiel fiir eine Funktion f: € — €', die an genau einer Stelle differenzierbar ist:

fz) =2z (=12) .

Denn fiir a = 0:

=— =7, limz=0.
zZ—aQa z z—0
aber fiir a # 0:
fla+h)—f(a)  aa+ah+ah+hh—aa
h N h
— h
= a+h —.
a+ +ah
Man sieht, daf} fiir a # 0 also kein Limes fiir A — 0 existiert. ]

Satz 5: Sei f: E — €', E offene Menge in ',
f(z) =ulz,y) +iv(z,y)

fiir z = x + 4y mit z, y, u(z,y), v(z,y) € IR. Falls f bei zo = o + iyo € F differenzierbar ist,
so sind u und v bei (zg,yo) partiell differenzierbar nach z und y und es gelten die Cauchy—
Riemann’schen Differentialgleichungen:

ouf
Oz (0,%0) %y (z0,y0) (3.1)
ou B ov

8y (z0,Y0) ax (0,%0)

Bewels: Sei

Zu € > 0 existiert § > 0, so daB fiir alle z € Us(zo):

) = f(z0)

Z— 20

- f'(20)| <.

|z — 2| <6 =
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Insbesondere gilt speziell fiir z = x + iy mit | — 2| < o:

U(Ivyo) B U(IanO) _A
X — Xo
und i ’U(x7y0) —1 U(an yo) —iB
Tr — X
v(@,y0) — v(2o,y0) _B
r — X
Daraus folgt: %, g—; existieren bei (xq, yo) mit
ou ov
! _ -7 27
F(z0) = Ox T ox

Analog gilt speziell fiir z = z¢ + iy mit |y — yo| < J:

iv(zo,y) —iv(zo,p0) 4
i (y— o)
und u(ﬂ?o,.y) —u(wo,yo) i B
i (¥ = vo)
|Z‘ ‘ —’LL(.’L'O,y) — (_u(x()ayo)) - B
Y=Y

< € (Realteil)

j € (Imaginérteil) .
(z0,y0)

< € (Realteil)

i € (Imaginérteil) .

Daraus folgt die Existenz und Giiltigkeit der folgenden Gleichung;:

ou ov
fl(z0) = - +ig-
Oz 0| (4 4,)
ov  Ou
= _— = 1 — .
dy dy (z0,Y0)

Durch Vergleich folgen direkt die Cauchy—Riemann’
nichst mit CR-Dgl.en abgekiirzt).

schen Differentialgleichungen (3.1) (dem-
|

Hingegen: Partielle Differenzierbarkeit im reellen Sinne und Giiltigkeit der CR-Dgl.en in einem Punkt
zop implizieren nicht allgemein die komplexe Differenzierbarkeit bei zg:

Beispiel:
2=y
u(z,y) = { e falls (z,y) # (0,0)
0 falls (z,y) = (0,0)
I$+y3
v(z,y) = { 274 y? falls (z,y) # (0,0)
0 falls (z,y) = (0,0)
Bei zg = 0 gilt:
o
oxr Oy or oy
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aber:
0+ix)—0 i 1414
auf der Geraden z =y 0+ z;v). = - = akl
T +ix 141 2
auf der Geraden y = 0 x+lx:1+i,
x
also keine komplexe Differenzierbarkeit. |

Anmerkung von mir: In manchen Fillen kann es miihselig sein, die CR-Dgl’en zu iiberpriifen. Prof. Reckzie-
gel hat mir in der Diffgeo II-Vorlesung einen bei manchen Funktionen leichteren Weg aufgezeigt,
mit dem man die CR-Dgl’en testen kann. Ist ndmlich eine Funktion f in Abhéngigkeit von z und z
gegeben (also darf f nicht von z. B. |z| abhéingig sein, sondern von 2z, usw.), so sind die CR-Dgl’en
erfiillt, wenn

0

= /=0
0z
gilt. Bestétigen wir dies durch folgende, nicht-formale Rechnung:
0 0 ou Ov ov  Ou
0= — f=— "2 ) = — — —+i [ —+=— | .
7 T ae Y " o 8y+z(8x+3y)

Koeffizientenvergleich des letzten Terms mit Null ergibt die CR-Dgl’en.

Aus den CR-Dgl.en folgen weitere sehr wichtige Beziehungen:

@_ 62’0 symm. (92’1) __@
ox2  dxdy  Oydxr Oy’
Also gilt:
Pu o
ox2  oy2
was auch
Au=0 (3.2)

geschrieben wird. Dabei wird (3.2) Laplace-Gleichung genannt. Die Losungen dieser Gleichung heiflen
harmonische Funktionen. Paare u, v harmonischer Funktionen, welche die CR—Dgl.en erfiillen, heiflen
konjugierte Paare.

Satz 6: Ist £ C € offen und haben die Funktionen u, v : F — IR auf ganz E stetige partielle
Ableitungen, so ist f = u + v iiberall dort komplex differenzierbar, wo die CR—-Dgl.en gelten.

Beweis: (u,v) — IR? ist auf F (total) differenzierbar (Satz aus Analysis*). Die Aufgaben 5 und 6 der
5. Ubungsserie machen folgende Aussage (vgl. Anhang A, Seite 82, Anhang B, Seite 101):

f ist in (zo, yo) komplex differenzierbar.
<= [ ist im reellen Sinne (total) differenzierbar und es gelten die CR-Dgl.en.

Damit folgt dann die Behauptung.

4yvgl. Analysis 111, 13.9.
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3.3 Analytische (holomorphe) Funktionen

Definition: (i) Sei E C € offen, f: E — €. f heifit analytisch (holomorph, regulir) auf E, wenn
f in jedem Punkt von E komplex differenzierbar ist.

(ii) f heiBt analytisch bei (zo,yo), wenn es eine Umgebung E von (xg,yo) gibt, auf der f
analytisch ist im Sinne von (i).

(iii) Ein Gebiet ist eine offene zusammenhingende Menge. (Wdh.: topologische Definition
des Zusammenhangs: S sei topologischer Raum, £ C S. Dann: E zshgd. <= die
einzigen Teilmengen von E, die offen und abgeschlossen in E sind, sind () und E.?)

Satz 7: Sei E C € ein Gebiet, f: E — €' analytisch auf E. Falls f/'(z) = 0 fiir alle z € E, ist f auf
FE konstant.

Beweis: Sei zg € E, wg := f(20).
A={zeE[f(z)=w} (#0).
Behauptung: A =F.
Dazu zeigt man, dafl A abgeschlossen und offen in E ist.
1. abgeschlossen: Sei (z,) Folge mit z, — z, wobei alle z, € A, z € E. Dann:

Stetigkeit
=

Vn e IN : f(z,) = wp fR)=wp=2€A.

2. offen: Sei a € A, U.(a) C E (existiert, da E offen).
Behauptung: U.(a) C A.
Beweis: Sei z € Uz(a)\{a}.
g(t) == fltz+ (1 =t)a) mit ¢t €[0,1];  (9(0) = f(a); 9(1) = f(2)) .

Sei nun ¢,s € [0,1]; t # s :

g(t) —g(s)  _ g(t) —g(s)  (t=s)z+(s—t)a
t—s (t—s)z+ (s—t)a t—s
}@M = fl(sz+(1—9)a)(z—a)=0.
s S N——

=0
zlimwzo und hmw

t—s t—s t—s — 8

=0.

= Re(g) ist auf [0,1] differenzierbar mit verschwindender Ableitung, ebenso
Im(g).

=% Re(g) und Im(g) sind konstant auf [0, 1].

— g ist konstant auf [0, 1].

— wo = f(a) = g(0) = g(1) = f(2).

== z€ A u

5vgl. Analysis III, 12.14.
6fiir diese Folgerung: vgl. Analysis I, 7.9.
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Korollar: Sind f und g analytisch auf dem Gebiet E und dort f’ = ¢’, so unterscheiden sich f und g
auf F nur um eine additive Konstante.

Satz 8: E C € Gebiet, f : E — (€ analytisch, f = u + iv. Dann ist jede einzelne der folgenden
Bedingungen hinreichend dafiir, dafl f auf E konstant ist.

1. wu ist konstant auf E.
2. v ist konstant auf FE.
3. |f] ist konstant auf E.

Beweis: 1. u konstant. Daraus folgt

ou_ou_
ox Oy '
Mittels der CR—Dgl.en folgt:
Qo _v_y.
oxr Oy
Also :
VzeE: f'(2)=0.
S%? f ist konstant.
2. analog.

3. Falls |f(20)] = 0, dann f(z) = 0 fiir alle z € E. Sei nun [f(z)] = ¢ # 0 fur alle z € E.

Dann folgt mit u? +v? = ¢? :

Ju ov
2111% + 2’[)% = O 5
Ov ou

Mit den CR-Dgl.en folgen dann mittels

2U 2’0 _ 2 27_ 2
det(% —2u)_ 4(u” 4+ v°) = —4c” #£0.

die Gleichungen
or T Oy

auf E. Daher nach Satz 7: f konstant auf F.
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Eine Kurve ist eine stetige Abbildung
v:la, b — € (wobei [a, b] C IR).

Definition: e ~ heifit geschlossen, wenn ~y(a) = y(b).

v heilt einfach, wenn ~ injektiv ist.

v heifit einfach geschlossen, wenn ~y bis auf die Ausnahme y(a) = () injektiv ist.

~ heifit Jordan—Kurve, wenn a # b und ~ einfach geschlossen ist.

Fiir Jordan—Kurven gilt der intuitive Jordan’sche Kur-
vensatz: €'\ ~([a,b]) zerfallt in zwei Zusammenhangs-
——

=1j
komponenten E und U (,Inneres und Auferes von j¢
(abgekiirzt mit int(y) bzw. ext(y)) und jede Kurve von
E nach U schneidet j. (Der Beweis dieses Satzes ist aber
formal hochkompliziert (= 4 Vorlesungen Elementare Dif-
ferentialgeometrie)). U

Definition: Eine zusammenhéingende Menge S C €
heifit einfach zusammenhdngend, wenn mit
jeder ganz in S verlaufenden Jordan—Kurve

~ auch das Innere von ~ zu S gehort. (Be- Abbildung 4.1: Eine Jordan—
achte: Dies ist eine Definition, die nur fiir Kurve j mit getrennten Zu-
€ bzw. IR? funktioniert'.) sammenhangskomponenten E
] und U.
Sei nun
v=(¢¢) oder y=o+iv,
wobei
¢:[a,b] — IR und P a, b — R.
Dann gilt:

v =(¢¢')  baw. v =¢' +iy.

Lvgl. die allgemeinere Definition in Analysis 111, Kap 14.8.

25
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Definition: e ~v heiflt rektifizierbar, wenn ~ von beschrinkter Variation ist. Falls 7/ stetig ist, gilt

fiir die Lange:

b
:/}ﬂwMt

(dies gilt analog auch fiir stiickweise glatte Kurven.).
e 7 heifit glatt, wenn v (d.h. ¢ und ) stetig differenzierbar ist.

e ~ heift stiickweise glatt, wenn ~ in endlich viele glatte Stiicke zerlegbar ist.?

Sei 7 : [a,b] — €' eine Kurve, f eine auf v (d.h. v([a,b])) definierte komplexwertige Funktion.

a=ty<t1 <...<t, =0 ,»Unterteilung von [a, b]“

7j € [ti-1,] | | |

Die Riemannsumme lautet®

Wenn es ein S € € gibt, so daB bei hinreichend feiner
Unterteilung (d. h. bei hinreichend kleinem max(t; —¢;_1))
die Riemannsumme beliebig nahe bei S liegt, heifit S das e

.. y(tj-1)
Integral von f langs ~.

S:= [ f(z)dz.
f<> y(r)

Beispiel 1: Sei f(z) =cmitc e C:
Abbildung 4.2: Veranschau-
Zc v(t;) —y(tj=1)) lichung der Riemannsumme

= ¢ (v(tn) = (ko))
= ¢ (v(b) =1(a)) .

Daraus folgt:

[edz=c () =t

Satz 1: Sei v rektifizierbar und f = u + i v stetig auf 7. Dann ist f integrierbar lings v und es gilt:

/f dz—/(udx—vdy) /(vdz+udy)

v Y

Dabei sind die Integrale auf der rechten Seite reelle Kurvenintegrale.

2diese Definitionen findet man auch in Analysis II, 9.11.
3vgl. die Aussage in Analysis I, 5.10.
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Beweis: Mit f =u+iv und v = ¢ + 19 gilt:

Zf(’Y(Tj))('Y(tj) —(tj-1)) = Z(Uj +iv;) ((0(t5) — d(ti-1)) +i (V(t;) — (tj-1)))
= D (g (9t) = 6(t5-1)) = vy - (1) = (1))
+ Z (UJ (¢(tj) - ¢(tj71)) + uy (#)(ty) - w(tjfl)))

() -()

() (o) - ()

7j=1

_|_

Unter den gegebenen Voraussetzungen iiber f und v konvergieren diese reellen Riemannsum-
men gegen

/udm—vdy bzw. /vdw—i—udy.

¥ ¥
|
Satz 2: Ist v stiickweise glatt und f stetig auf v, so gilt:
b
[tera= [ faw)re a.
—_—
v @ el
|

Beweis:

/f(z)dz Satz 1 /udm—vdy—l—i/vdm—l—udy

ol Y

b

(ug — vy ) dt +i /(v(b’ +uy)) dt

I
— 2
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Beispiel 2:

—
©
QL
I\

wn
g
N
S
—

(xdx —ydy) + /yd:c—l—xdy
v
(x2 - y2)|?:a + Z‘:L'yH&):a

b
(@ = ?) +ixy>

N =

t=a

1(6)* =~(a)?)

—~

Il
N = — N ==

wobei der letzte Term (suggestiv) auch % 2|7 () geschrieben werden kann.

Beispiel 3: Sei v der Einheitskreis v(¢) = cos(t) + ¢ sin(¢) mit ¢ € [0, 27]. Dann:

27

! Satz 2 __ —sin 1 COS
[ e 0/cos<) (= sin(t) 43 cos() at

z t) + ¢ sin(t)

27
1 / dt =271 .
0
Beispiel 4: Sei y(t) =t + it mit ¢ € [0,2], also v(0) = 0 und (2

/Edz Safz 1 /(xdx—i—ydy)—i—z

v v

~

=4+ 2¢. Dann:

~

(—ydz + x dy)

—

1
= §(x2 + )P+ [ (—t-2t4+12-1)dt

\—/O\MQ

8
= 16 +4 -
(16 +4) (3
8i
= 10— —.
3

Betrachten wir nun einen zweiten Weg v, mit dem gleichen Anfangs- und Endpunkt, der
zunéchst parallel zur reellen und dann parallel zur imagindren Achse velduft. Dann ergibt

sich:
Hllt{ r= 1 =u mit{ z= 4 =u
= O = — = t = —
/ d d 7 d4 d
/Edz = /udx—vdy—l—i /(Od—i—l—t—o) +1 /( t)dt
Y2 Y2 0 0

= /(:z:da:+ydy)+i-4~2
72
= 104 8.

Dieses Integral ist also wegabhéngig.
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Satz 3: Unter den einschldgigen Existenzbedingungen gelten folgende Regeln:
1. Es gilt:
/c-f(z)dz:c~/f(z)dz firce C .
¥ v
2. Es gilt:
[h@d+ [pea= [(he) +hE)d.
v ¥ v
3. Fiir die Wege
7 :la, b)) — €, 2 :[bc] — C mit
Y+ 20wy =71 M+ Y2lpg =2 71(0) = 72(b)
gilt®:
/ f(z)dz = /f(z) dz + /f(z) dz .
Y1+72 71 Y2
4.
/f(z) dz = —/f(z)dz ,
~y ¥
wobei ~ y(t) := y(a + b — t) fiir eine Kurve .6
5.
/f(z)dz <M-L,
5
wenn |f(z)] < M auf v und L = Lénge von 7.
Diese letzte Behauptung gilt wegen folgender Beziehung:
> FOE)) (i) =@ < D 1 lv(Ei+a) = A(E)]
< MY (tie) = ()]
< M-L.
|

Satz 4 (Parameterwechsel): v : [a,b] — € sei eine Kurve, g : [¢,d] — [a,b] sei stetig, streng

monoton, surjektiv (also g(c) = a, g(d) = b).” Dann ist:

/f(z)dZZ/f(z)dz

o9

4Diese beiden Gleichungen beschreiben die Linearitét des Integrals. Vgl. fiir das Dieudonné-Integral: Analysis I, 5.9; fiir

das Lebesgue-Integral: Analysis III, 16.4.
5vgl. das Entspechende fiir Dieudonné: Analysis I, 5.13.
6vgl. Analysis 111, 14.4.
7vgl. auch entsprechend Analysis 11, 9.12; Analysis I1I, 14.4.
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Falls insbesondere g und +y stiickweise stetig differenzierbar sind:

/ﬂ%MY@ﬁ

a

_ /f(z)dz: /f(z)dz
d

Yeg

- /ﬂwmmvm@m@Ma

C

4.1 Stammfunktionen

Satz 5: Sei £ C € ein Gebiet, f : E — € stetig. Die Funktion f hat eine Stammfunktion F' auf FE
(d.h. F’ = f auf E) genau dann, wenn fiir je zwei Punkte 21, 2o € E alle Integrale [ f(z)dz
¥
iiber rektifizierbare Kurven vy mit Aufpunkt z; und Endpunkt z,, die ganz in E verlaufen,
22

gleich sind. (Wegunabhiingigkeit der Integration iiber f in E: [ f(z)dz ist wohldefiniert.) In

z1
diesem Fall ist

/f(z) dz = F(z) — Fz1) .

Beweis:

,="“: Sei F' Stammfunktion zu f auf E. 7 sei stiickweise glatt.
(Zum allgemeinen Fall: siehe z. B. :
Conway, Function of one complex variable, p. 65.)
Sei
vila,b] —E, r(a) =2, (b)=2.

Dann:

b
/ﬂaw::/ﬂwmvwﬁ
¥ ab

- /F@@Mﬁﬂt
b

= /(F o) (t)dt

a

= Foy(t)li—y = F(z2) — F(z1) .



4. Komplexe Integration 31

,<=%“ Sei das Integral {iber f wegunabhiingig. Wéhle a € F und setze

Fw) = [ f:)dz.

wobei 7y irgendeine in F verlaufende, rektifizierbare Kurve von a nach w ist. Dann

w—+h
Sup(w + h) = F(erh})L_F(w) :% / F(2)dz .

|h| sei so klein, dafl v, (¢t) = w + th (0 <t < 1) ganz in E verliuft. Dann:

1
5w+ 1) _ %/f(wﬂh)-hdt
0
1
= /f(w+th)dt
0
1
}Lli%éw(w—l—h) = }Llirb/f(w—i-th)dt
0

glm. stetig

(}13}) Flw+ th)) dt

= YVweE: F'(w)=f(w).

Beispiel: zcos(z) hat als Stammfunktion auf €': F(z) = zsin(z) + cos(z). Also:
22
/z cos(z) dz = zsin(zq9) + cos(z2) — 21 sin(z1) — cos(z1) .

z1

Bemerkung: Wegunabhingigkeit des Integrals iiber f in F ist gleichbedeutend damit, dafl das Integral
iiber f lings ganz in E verlaufender geschlossener Wege Null ist®.

Wir wissen, daB % auf E = € \{0} eine Stammfunktion, némlich —2, besitzt. Daher:

1
Y

8vgl. hierzu den Beweis in Analysis III, 14.5.



4. Komplexe Integration 32

fiir jede geschlossene Kurve v in @ \{0}. Dies kénnen wir auch nochmal an einem Beispiel durchrechnen:

27
1 o
/ —dz = i/e_me”dt
z

Einheitskreis 0
27
= 9 / e~ dt
0
_it12
= —e Zt|07r =0.
Hingegen:
1 .
/ —dz =2mi .
z
Einheitskreis

Also kann 1 keine Stammfunktion auf ganz € \{0} haben!

Log(z) = In|z| + i Arg(z) ist Stamm- Sei nun Arg*(z) €] — w,n[. Dann ist

funktion zu 1 nur auf € \IR§ =: E;. Log*(z) = Inlz| + ¢Arg"(z) Loga-
rithmenzweig auf € \IR;, =: Es, also
Stammfunktion zu % auf Fy.

z

Im Reellen gilt (um dies auch komplex betrachten zu kénnen, fehlen uns noch die Voraussetzungen:
zweimal stetige Differenzierbarkeit.): Hat ein Vektorfeld VF = udz + v dy = (u,v) ein Potential f (also
df = VF (Cartan’sche Ableitung)), so ist (weil dVF = 0 (denn dd = 0)):

Ou  Ov

oy Ox
Dies ist also notwendige Bedingung. Falls das Gebiet einfach zusammenh#ngend ist, ist die Bedingung
auch hinreichend.”

VF = 2 dz—ydy = (z, —y) hat das Potential §(2%—y?). Das komplexe Integral iiber z 2 (z, —y) ist aber
nicht wegunabhiingig (vgl. Beispiel auf Seite 28), also kann Z keine komplexe Stammfunktion besitzen.

9vgl. Analysis I1T, 14.7, 14.8 und 14.9 (Poincaré).
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(Also: reelle Potential-Integration hat nichts mit komplexer Integration zu tun! Denn: Wir benutzen
verschiedene Multiplikationen (im Reellen: z. B. Skalarprodukt!®, hier: komplexe Multiplikation) beim
Ausfithren der Kurvenintegration.)

Satz 6 (Cauchy—Integralsatz): Sei eine rektifizierbare Jordankurve (d. h. einfach, geschlossen und
nicht einpunktig), f sei eine auf dem Innengebiet von ~ analytische und auf v noch stetige
komplexwertige Funktion. Dann ist

/f(z)dz:O.

Beweis: Wir beweisen den Fall nur unter den einschrénkenden, aber nicht notwendigen Voraussetzun-
gen, dafl v samt Innengebiet in einem Gebiet F enthalten ist, auf dem f analytisch ist mit
stetigem f’ (der allgemeine Beweis steht z. B. in:

Behnke—Sommer, Funktionen einer komplexen Verénderlichen, S. 115-119).

G := Innengebiet von -y
zusammen mit

Sei f=u+iv:

/f(z)dz _ /(udx—vdy)+i/(vda:+udy)

v
Stokes (Green) dv  Ou . / ou v
= _2 )y gL _U) g
/ ( o ay) (z,y) +1i o oy) @Y
G ————— G N——
=0 nach CR-Dgl. =0 nach CR-Dgl.
= 0.

(Anmerkung: Green besagt: Fiir ein Vektorfeld £ dx + ndy mit einschligigen Differenzier-
barkeitsvorraussetzungen gilt:

[t nan = [ (555 dtwn.
G

Y

(In Analysis (bei Prof. Reckziegel) gilt dies direkt durch den allgemeinen Sto-
kes’schen Satz!l.))

10ygl. Analysis 111, 14.4, Beispiel c), das wesentliche ist aber, da8 die w € Q(IR?) (das sind die Differentialformen vom
Grad 1) punktal (d.h. die wp) reellwertig sind.
Mygl. Analysis IT1, 17.10 mit d(z,y) = dz A dy.



4. Komplexe Integration 34

mehrpunktige Uberschneidungen

gestrichelte Linie
ist durch gepunktete

zu ersetzen

einpunktige Uberschneidung

wird zu: wird zu:

Abbildung 4.3: Polygonzugiinderungen bei Uberschneidungen

Satz 7: Ist f: E — € auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet F analytisch, so ist das Integral
iiber f in E wegunabhéngig (d.h. das Integral iiber f lings geschlossener Kurven, die ganz in
E verlaufen, ist Null.)

Beweis: Sei 7y rektifizierbare geschlossene Kurve in E. v kann beliebig genau durch Polygonziige appro-
ximiert werden; die entsprechenden Integrale iiber f unterscheiden sich wegen der Stetigkeit
von f beliebig wenig. Es geniigt also zu zeigen, da8 die Integrale [ f(z) dz lings geschlossener
Polygonziige Null sind. Sei oBdA. « ein solcher Polygonzug. Falls v einfach geschlossen ist,
folgt die Behauptung aus Satz 6.

Bei mehrpunktigen Uberschneidungen #ndere die Polygonziige wie in Abbildung 4.3. Das
Integral tiber f &ndert sich dadurch nicht, weil nach Satz 6 das Integral tiber f lings dem
Rand des so entstandenen Dreiecks Null ist.

Einpunktige Uberschneidungen: y(t;) = v(t) fiir t; # t5. Falls iiberhaupt solche existieren,
gibt es auch t;, ta, so daf |y, +,) eine Jordankurve ist. Die Elimination dieses Kurvenstiicks
hat nach Satz 6 keinen Einfluf} auf das Integral.

Korollar: Ist f auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet E analytisch, so hat f auf F eine Stamm-
funktion. (Dies gilt auch umgekehrt, kommt spéter (siche Kap. 5, Seite 41).)

Satz 8: Sind 7, 72 rektifizierbare Jordankurven, so dafl vo ganz im Innengebiet von 7, verlduft, und
ist f auf dem , Ringgebiet* zwischen v; und - analytisch und auf «; und 7, noch stetig, so
gilt:

[ f(z)dz  falls 71, 2 gleichorientiert

/f(z)dz: ijf(z) dz sonst
71 Y2
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Abbildung 4.4: Integration iiber , Ringgebiete*

Beweis: Man wihle Verbindungskurven 3 und =4 wie in der Abbildung 4.4. Bei hinreichender Néhe
von 3 und 74 kommt das Integral nahe an

/ f(Z)dZ:/f(z)dz—f—/f(z)dz.

Y1+v3+72+(—73)
~——

+4

Die linke Seite ist nach Satz 6 gleich Null. ]

4.2 Umlaufzahl und Orientierung

Wir betrachten nochmal folgende Integrale:

1
/ —dz =2mi, bzw.
z
K1(0)

1

/—dz = 2mi,
z

¥

falls v positiv orientierte Jordankurve mit 0 im Inneren.

27

1 Riet
dz = — dt = 2mi
/ Z— 20 * / Re g

KR (zo0) 0
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und entsprechend fiir jede positiv orientierte Jordankurve  mit zp im Inneren (nach Satz 8):

1
/ dz = 27i .
zZ— 20

B

Definition: Sei v geschlossene (rektifizierbare) Kurve in €', zg ein Punkt, der nicht auf ~ liegt.

1 1
W (v, z20) := 5 / - dz . (4.1)

Y

Man nennt W (v, z9) Umlaufzahl (bzw. Indez (z.B. im Remmert)).
Satz 9: W (v, z0) ist stets ganzzahlig (wenn v eine geschlossene Kurve ist, auf der zp nicht liegt).

Beweis: OBdA. sei v stiickweise glatt (v : [a,b] — C').

[ )
F(x) = ———dt, z € |a,b] .
(=) /’Y(t) - 20 la:]
a
F'(z) = (@) fiir alle z, in denen ~' stetig ist.
y(z) — 20

G(t) = e FO(y(t)—2)  fiirt e [a,b].
G'(t) = e DY) = F'(t)e "D (3(t) - 20)
e O () - F'()(y(t) —20) )=0.

=0, bis auf endlich viele ¢ € [a, b]

Da G stetig ist, ist G konstant auf [a,b]. Daher G(a) = G(b), d.h.
O (3(b) = 20) = ¢ "W (3(a) = 20) = 7(a) = 20 -

Da (b) = v(a) # 2o, folgt: e F'®) = 1. Also F(b) = 27rmi fiir ein m € Z. Dann gilt also:

1 1
W('}/, ZO) = Tm 72— 20 dz
Y
1
= —F(@
273 (®)
= m (meZ).

Wenn v geschlossene Kurve, A ihr Auflengebiet, dann ist € \ A einfach zusammenhéngend.
Satz 10: Liegt zp im AuBengebiet der geschlossenen Kurve v, so ist W (7, z9) = 0.

Beweis: —— ist analytisch auf €' \ A. Also folgt die Behauptung aus dem Cauchy-Integralsatz. (Aufler-

Z—Z0

dem ist die Aussage anschaulich eh klar; gélte sie nicht, so wére ja wohl der Name Umlaufzahl
verfehlt.)
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Satz 11: ~ sei Jordankurve. Entweder ist fiir alle Punkte zp, die im Inneren von « liegen, die Umlaufzahl
W (v, 20) = 1 oder fiir alle zp im Inneren von « ist die Umlaufzahl W (v, z9) = —1.

Beweis: W (7, z9) hiingt stetig von zg € int(v) ab und ist ganzzahlig, also ist W (7, 2¢) im Inneren von
~ konstant.

Der Rest ist dann nach Satz 8 klar: Wir wechseln von « auf einen Kreis K, (zp) und diese
Integrale haben wir ja schon am Anfang dieses Abschnitts berechnet.

Definition: Die Jordankurve v heifit positiv orientiert, wenn W (v, zg) = 1 fiir alle z¢ € int(y), andern-
falls negativ orientiert.

Beispiel:
Y 2o0=0
-1+ 141
? =9
T
—1—z 1—1

21

W(v,0) = i /(1—it)’l(—i)dH—/(—t—z’)’l(—l)dt

1 1
+/(—1+it)’1idt—|—/(t+i)’1~1dt
-1 -1
4 ft—i 4 (1 !
—1
= — [ =——=— [ =In(t> 4+ 1) — i arctan(t
omi ) 241 2mi (2 n(t"+1) — i arctan( )>

-1
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Satz 1 (1. Cauchy—Formel): Sei « positiv orientierte Jordankurve, f eine im Inneren von 7 analy-
tische und auf v noch stetige komplexe Funktion. Dann ist fiir jedes zy € int(y):

1 f(z)
M) =omi) i-a® (5.1)
¥
Beweis:
v
Fir hinreichend kleine r liegt
KT<ZQ &

K, (z0) ganz im Inneren von .

Also folgt mit Satz 8, Kapitel 4:

10 4o [ LD,

zZ— 20
v KT(Z())

Setze fiir z € int(7y):

f(x)=f(z0) _
g(z) == { 700 f'(z0) falls z # 2o,
0 sonst.

g ist stetig in int(y) und es gilt:

f(2) = f(20) + (2 = 20) /" (20) + (2 — 20)9(2) . (%)
Da g(zp) = 0, existiert § > 0, so dafl |g(z)| < 1 auf Us(zo).

Betrachte nur noch solche K,.(zp) mit r» < §. Dann:

Z_(—ZZ)Odz(;) f(zo)/ _Zodz + f'(#0) / dz + / 9(z) d=

K, (z0) K. (z0) K. (z0) K (20)
—_— ————

=271 =0

38
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= / Mdz —2mif(z0) | = / g(z)dz | < 1-27r.
Z— 20
K (z0) K7 (z0)
Dabei gilt die letzte Ungleichung wegen Regel 5 von Seite 29 mit L = 27r, dem Umfang des
Kreises K, (z0).

Wegen Satz 8 kann man nun r gegen Null gehen lassen. Also gilt:

J)

zZ— 20

dz —2mif(z)|=0.
5
|

Bemerkung: Allgemeiner gilt: Falls E einfach zshgd., f analytisch auf F, « geschlossene Kurve in F,
zp € E nicht auf ~, so gilt

W) o) = 5 [ L

Beweis: %fo(z”) ist analytisch in E\{zo} und ist bei zy beschrinkt. Analog zum Be-
weis zu Satz 7, Kapitel 4 (Polygonanniherung, vgl. Abbildung 4.3), zusammen
mit der Aussage aus Aufgabe 3a, 6. Serie, Anhang A, Seite 83 (vgl. Anhang
B, Seite 106) erglbt sich:

f(z [ (20) . f(2) 1
/ Z— 20 B Z—Zodz_f(ZO)/Z—ZOdZ

v ol

=>/Z_ZO = (=) - 2mi- Wiy, 20) -

Die Cauchy—Formel (5.1) hat natiirlich enorme praktische Relevanz, z. B. beim Ausrechnen von Inte-
gralen.

Beispiel: Gegeben sei folgendes Integral:

) ' Yix) K4(1)
/ € - dz
zZ— T
K4(1) P
ZOZ’R"L' 1
f(z) = e*

€3Z
Also: / -dz = 2mif(mi)

Z — T
K4(1)
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Satz 2: Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt:

f(z0) = L / &dz . (5.2)

Dies ist die zweite Cauchy—Formel.

Beweis:

f(ZO+hf)L_f(ZO) Satz 1 %L/(( flz) f(z)0> dz

L [0C ) MO,

(z— 20— h)(z — 20)?

I S R (O N f(2) »
N Qﬂij(Z—ZQ)Qd +27ri/(z—zo—h)(z—zo)2d '

~

Es geniigt zu zeigen: % bleibt beschrinkt auf v fiir h — 0.
Sei 0 := inf{|z — 2o||z auf v} > 0; | f(2)| < M auf 7. Wegen
2= 20— bl + |h| > |2 = 20| > 6,

gilt fiir hinreichend kleine h:

f(2) mss M
(z—z20—h)(z—2)* =  (6—|h])é?
lhl<s oM
< .
- 062

Satz 3: Unter den Voraussetzungen von Satz 1 ist f im Inneren von +y beliebig oft differenzierbar (und
natiirlich stetig) und es gilt fiir zg € int(y):

F(z) = %/%w (5.3)

(Dies sind die (n + 1)-ten Cauchy—Formeln).

Beweis: (durch Induktion nach n > 2).

Induktionsvorraussetzung fiir n — 1 ergibt:

SO (z0 4+ h) — f" D (20)
h

N (nz;il)! / ff) ((z—zj O E —120)”> =

Y
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Fiir eine Zwischenrechnung setzen wir w := z — 2q:
1 1 1 1wt —w(w — h)"
h (( ) T b (w—h)rwt
nw"™ + hP(w, h) + n(w — h)" — n(w — h)"
(w — h)rwntl
1 Q(w, h)

= h
n wnJrl + (U) _ h)nwnJrl ?

w—h)»  w"

wobei P und @ Polynome in w und h mit ganzzahligen Koeffizienten sind.
Es gilt also:

O (20 + h) — f("1 (z9)
h

_n! f(2) n—l / z—zo,h)
- 2mi / (z — zp)nt! dz h (z — 20 — h)"(z — zp)"*1 dz.

v v
(%)

Analog zu Satz 2 ist nur noch zu zeigen, daf (%) beschriinkt ist auf + fir h — 0. Es gilt:

v kompakt
Q@ Polynom

1f(2) - Q(z = 20, h)| < M

und sei
§ :=inf{|z — 2||z auf 7} ;

dann gilt analog zu Satz 2

f(2)-Q(z — 20, h) fiir |h<| <5 onp
(Z — 29 — h)n(z _ ZO)nJrl — 52n+1 :

Korollar 1: Ist f in zp analytisch, so ist f in 2y unendlich oft differenzierbar.

Korollar 2: Hat f auf dem Gebiet E eine Stammfunktion, so ist f auf E analytisch. (Umkehrung:
Abschnitt 4.1 auf Seite 34)

Korollar 3 (Satz von Morera): Ist das Integral iiber f im Gebiet E lokal wegunabhiingig (d.h. zu
jedem Punkt existieren Umgebungen, so daf ...), so ist f analytisch auf E.

5.1 Taylor—Entwicklung analytischer Funktionen

Satz 4 (Taylor—Entwicklung analytischer Funktionen): Sei f analytisch auf dem Gebiet E C C'.
Ist Us(z9) C E, so gilt fiir alle z € Us(zg):!

© r(n)(,
z) = Z ! n(' 0) (z—z)" (5.4)
n=0 '

lvgl. Analysis II, 9.7.
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Beweis: Sei 21 € Us(20), Kr(20) C Us(zo) positiv orientiert, so daf z; € intK, (zp). Dann gilt fiir alle

z € K. (2):
|21 — 20| < |z =
M < 1.
Z— 20
Daher gilt:
1 _ 1 1
z2—2z = z—2zl— A==

zZ—z0

Z B o)
o (z — zp)nt!

konvergiert gleichmiflig auf K, (zg). Da f(z) auf K, (zo) beschrinkt ist, konvergiert auch

Zf_(zzl = z:% (z _fizgn+1 (21— 20)"

gleichmiflig auf K,.(zp). Also kénnen wir gliedweise integrieren:

1 f(2)
= Sy
f(z1) 21 Z— 2
Kr(zo0)
_ f(z) n
N Z 27 ( (z — 2zp)"H! dz ) (21— 20)
N Ky (z0)
_ o "0 n
Da z; € Us(zp) beliebig, folgt die Behauptung. |

Bemerkung: Falls f auf ganz € analytisch: § = oo
Falls z; € € existiert, wo f nicht analytisch, ist das maximale § der Abstand von z
zur Menge der Punkte, in denen f nicht analytisch ist. (,Abstand von zg zur nichsten
Singularitdt von f¢).

Satz 5: Sei f analytisch auf dem Gebiet E C €' . Wenn f(z9) = 0 und keine Umgebung von z( existiert,

auf der f identisch 0 ist, existiert eine Umgebung von zg in E, auf der f aufler zy keine weitere
Nullstelle hat. (Statt 0 kann jedes wg stehen.)

Beweis: In einer Umgebung von zj ist

2) = nio%an(z ~ )" (mit an = f(n;(!z‘))) :

f(ZQ):O = a9=0.

Wenn keine Umgebung von zg existiert, auf der f = 0 ist, konnen nicht alle a,, = 0 sein; sei
ay, derjenige Koeffizient # 0 mit kleinstem (positiven) Index.
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Definition: Fiir diese Wahl von k sagen wir auch: zy heifit Nullstelle der Ordnung k von f
(k—fache Nullstelle).

Es gilt dann:

f(z2) = ap(z—20) 4+ arp1(z—20)F 1 +...
o0
= Z—ZO Z Z—Zo
m=0

=:9(2)

mit by, := agtm und by = g(z0) # 0. Aus der Stetigkeit von g folgt dann: U (z0) C F, so
daB g(z) auf U.(z) tiberall # 0 ist.

Also: f(z) = (2 — 20)*g(2) hat in U.(20) auBer in 2y keine weitere Nullstelle. [ |

Satz 6: Sei f analytisch auf dem Gebiet E C (. Falls f auf einer nichtleeren, offenen Teilmenge von
FE konstant ist, ist f auf ganz F konstant.

Beweis: OBdA. f(Us(z)) = 0. Sei
A:={z€ E|3U(z) mit f(U.(z)) =0} .
Diese Menge ist nichtleer, da zg € A.
Zeige: A ist offen und abgeschlossen in E (ZSh Sy E).

o Offenheit ist klar: Sei z; € A: Dann sind alle z € U.(21) auch in A.

e Abgeschlossenheit: zu zeigen: E\ A ist offen in E:

Sei z € E\A; falls f(z) # 0, existiert Umgebung von z in E ohne Nullstelle von f, diese
Umgebung ist Teilmenge von E\ A.

Falls f(z) = 0, existiert U.(z) C E, so dafl z in U.(z) die einzige Nullstelle von f ist
(nach Satz 5), also U.(z) C E\A.

Satz 7 (Identitéitssatz fiir analytische Funktionen): Seien f und ¢ analytisch auf dem Gebiet
E C (. Falls die Menge der Punkte z € E mit f(z) = g(z) einen Haufungspunkt in E hat,
stimmen f und g auf ganz E iiberein.?

Beweis: Aufgabe 3b, 7. Serie, siche Anhang A, Seite 85, Anhang B, Seite 109.

5.2 Laurent—Entwicklung und Singularitaten
Satz 8 (Laurent—Entwicklung): Sei f analytisch im Kreisring
K ry(20) ={2€C |r1 <|z— 2] <rs}

(wobei zg € €', 0 <11 <13 < 00).

2vgl. Analysis III, 12.14 und Ubung 183).
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Dann ist fiir jedes z € K, ,,(20)

mit

f(z) = fi(2) + f2(z) , wobei

filz) = i an(z — 20)" (analytischer Teil von f) , (5.5)
n=0

fa(z) = i a_n(z—20)7" (Hauptteil von f) (5.6)
n=1

1
am—%/%dz (me Z),
BY

wobel v eine positiv orientierte Jordankurve in K., ., (z0) um zp ist (also: W(vy, z9) = 1).

f1 ist analytisch auf U,.,(z0), f2 ist analytisch auf € \U,, (z0).

Die Darstellung von f als

oo

f(z)z Z am(Z_ZO)m

m=—o0

ist eindeutig bestimmt. (Gemeint ist, dafl die Koeffizienten eindeutig sind.)

Beweis:

1. Eindeutigkeit : Die Reihen

o0 (o)
Z an(z — 20)" und Z a_n(z—29)""
n=0 n=1

konvergieren gleichméflig auf + (s. Existenz), also auch

n=—oo

Daraus folgt:

f(z) 1 .
/(Z_ZO)deZ—am Z_ZOdZZQﬂ'ZCLm (mEZ),
¥ 2l
da die Terme fiir n > m nach dem Cauchy-Integralsatz gleich Null sind, die Terme fiir

n < m Null sind, weil eine Stammfunktion zu ﬁ, k > 1 existiert. Also ist a,, eindeutig
festgelegt.

. Existenz: (vgl. Abbildung 5.1)

Nach der Cauchy-Integralformel gilt:
1 z
flo) = - / fz) .

21 z—2
K1 +a7)—Cl +cd

und nach dem Cauchy-Integralsatz:

Ozi, / /(z) dz .

zZ—zZ1

Ko+dc—Ca+ba
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Krz z1 € KT1,T2
U5(21) - KTl,T’2 (20)
K = K1+ Ko mit Us(21) im Inneren,
C = C1+Cy mit Us(z1) im Aufleren.

G 21

Abbildung 5.1: Zur Laurentreihenentwicklung

Addition dieser beiden Gleichungen ergibt:

1 f(2)

= — ———dz — d
f(1) 211 z—2 * z—2 *
K
Damit definieren wir:
1 f(z)
= — dz . .
h(z) 211 / zZ—2 * (5.7)
K
1 f(z)
= —— dz . 5.8
f2(z) 27ri/z—z1 i (5:8)
C
o Auf K (z € K) gilt:
51— 2]
|z — zo]

n+1 (Zl o ZO)

konvergiert gleichméBig auf K. Damit folgt:

1 z
filz) = 5 ZE; dz
" 1
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Beispiel 1:

o0 1 .
= ZTM/ = 20) n+1dz(z1—zo)

3
o

=an=5 [ N €2 —
n T2 ynTT
27 i ( 0)

o0
= Y an(z1 — 2)"
n=0

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist mindestens 75, denn K kann bis zum Radius
ro ausgedehnt werden (analog wie beim Beweis zur Taylorentwicklung).
o Auf C (z € C) gilt:
|z — zo|

<1.
|21 — zo|
Also folgt (analog Satz 4):
1 1 1
z—z 21— 20 1—;1:200
_ i (Z _ Zo)n—l
n=1 (Zl - Zo)n

mit gleichméafBiger Konvergenz auf C. Also folgt:

f2(21> _ f( )

27TZ z— 21

=1
= —_— d _ -n
Z 2m / (z — 20)! # (21— 20)

n=1 C
1
S dz (21 — 20)™
= 21— 20

2m (z — 20) m+1

=—00
=am=gL; [ —LE 1 dz

27”"{ (z—zq) +

konvergiert auf €' \U,, (z9), da z; laut Konstruktion auflerhalb von C' liegen mufl.
Daf} der Konvergenzbereich gerade so aussieht, kann man sich auch nochmal durch folgende
Uberlegung klar machen: Sei
z) = Z anz"
n=1
1

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R um 0. Substituiert man nun w := =, so lautet

obige Reihe
oo n oo —1
9(z) = Zan (%) = Zanuf" = Z a—muw™
n=1

n=1 m=-—oo
Also: Der rechte Ausdruck, der ja strukturell so aussieht wie der Hauptteil von f2, konver-
giert fiir | 1| = [z| < R, d.h. fiir |w| > R, also auf €' \Ug(0).

1
(z = z9)™

Dies ist schon die Laurent—Reihe von f in jedem Kreisring K., (20) mit 0 < r; < ry < o00.

f(z) = (meZ).
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Beispiel 2:

Es gilt:

_iil(i)n_ L i (_2:1)!'

n=0 analytischer Teil =7

Hauptteil

Daraus koénnen wir die Koeffizienten der Laurentreihe bei 0 in irgendeinem Kreisring mit
0 <71y < rg < oo ablesen. Auflerdem gilt:

1 ex
= L
am = o / omt1
K(0)

Vergleich mit obiger Entwicklung ergibt fiir die Integrale:

) 0 falls m > 0,
2T =\ 25 falls m < 0.

Beispiel 3:
.
(z—=1)(2—2)"

Kreisring K, r, mit 0 <1y <7 < 1.

f(z) =

2’0:1.

Partialbruchzerlegung ergibt:

Im gegebenen Kreisring ist |z — 1| < 1. Also:

2 1 =
) - —1)n
22 “1-(z-1) ;(z )

Daher:

f(z) = % + 242(z-1)+2(z—1)*+
—

Hauptteil

analytischer Teil

Betrachten wir nun einen neuen Kreisring mit 1 <7y < ro < co. Dann: |z — 1] > 1. Daher:
| 25| < 1 und:

oo

2 2
2—z__z—11—— 7;32—1"“'

Daher lautet die Laurententwicklung nun:

1 > 1 1 2 2
f(z>=z_1‘2,;o<z—1)n+l T =1 (G- (e-1p

Hauptteil
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Definition: zy heiit isolierte Singularitit von f, wenn f auf einer Umgebung Us(zo) analytisch ist
mit der einzig moglichen Ausnahme zg. (vgl. Beispiele 1 — 3). (d.h. f analytisch auf
Us(z0)\{z0} = Ko,s(2).)

Beispiele fiir nicht—isolierte Singularitéten:

e Aufgrund der Periodizitéat des Sinus liegen unendlich viele Singularititen in der Nahe
von oo:

b
sin(1)

z

ZOZO.

e Weil einige Funktionen mehrdeutig sind, kann man nur Zweige von ihnen als stetige
bzw. analytische Funktionen betrachten. Diese Zweige sind nicht auf ganz €' definiert,
z.B. kénnen Wurzelzweige auf € \IR$ oder € \IR; definiert sein. Alle Wurzelzweige
sind also auf einer geschlitzten Ebene definiert, deren Schlitz von 0 ausgeht (dort ist
die Wurzel ja nicht analytisch, weil nicht differenzierbar). Daher ist 0 nicht-isolierte
Singularitét, weil jeder Wurzelzweig weitere Singularitéiten in U,.(0) mitbringt (durch
den Schlitz). Die Wurzel ist dennoch in diesen ,,Schlitzsingularititen analytisch, man
muf} nur einen anderen geeigneten Wurzelzweig betrachten; diese Singularitédten sind
also willkiirliche Singularitéten.

Beispiele fiir nicht-isolierte Singularitdten der Wurzel:

\/E , 20=0

oder

Klassifikation isolierter Singularitidten

Sei zq isolierte Singularitdt von f. Unter der Laurentreihe von f bei zy versteht man die Laurentreihe
um 2o in einem Kreisring Ko, (z0) mit 0 < r2(< 0).

zo heiflt hebbare Singularitdt, wenn der Hauptteil dieser Laurentreihe verschwindet:
oo
f(z) = Z an(z = 20)" f(z0) = ao .
n=0

2o heiBBt Pol der Ordnung k (> 1), wenn in der Laurentreihe a_j # 0, aber: Vn > k:a_, =0.

zo heif3t wesentliche Singularitit, wenn zg weder hebbar noch Pol ist, d. h. wenn der Hauptteil unendlich
viele Terme enthélt.

Satz 9: Sei zj isolierte Singularitéit von f.

(i) 2o ist hebbar genau dann, wenn f auf Us(z0)\{20} beschrinkt ist. (Riemann’scher
Hebbarkeitssatz).

(ii) 2o ist Pol genau dann, wenn
lim f(z) =0
z2—20
(Zur Charakterisierung von Polen k—ter Ordnung: siehe Serie 8, Aufgabe 1 (vgl. Anhang
A Seite 85, Anhang B, Seite 111)).
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(iii) 2o ist wesentlich genau dann, wenn fiir vorgegebenes ¢ > 0

Beweis: (i)

(i)

(iii)

VOo<e<d: f(U(20)\{20}) =C gilt.

(Casorati—Weierstraf3).

Sei |f(2)] < M auf Us(20)\{20}; D v an(z — zp)™ die Laurent—Reihe bei zy. Zeige,

n—=—oo

daB fiir jedes m € IN a_,, = 0 ist:

_ 1 f(2)
a_m_2m/(z_zo)im+ldz, 0<r<é.

r

Daher:

] = — / F(2)(z — 0™V dz

2T
1 m—1
< — 2r-r-M-r
2
- M- =9 0.

Falls zg Pol k-ter Ordnung, ist f(z) = (z“i(zzo))k mit analytischem g und g(zp) # 0 (vgl.

Aufgabe 1, 8. Serie: s. Seiten 85 und 111.) Daher lim,_.,, f(z) = oco.

Umgekehrt: Falls lim,_,,, f(z) = oo, trifft weder (i) noch (iii) zu. Also handelt es sich
um einen Pol.

Falls die Casorati-Weierstra3-Bedingung erfiillt ist, kann weder (i) noch (ii) vorliegen.
Dabher ist die Singularitéit wesentlich.

Umgekehrt: Sei zp wesentliche Singularitdt. Angenommen, die Casorati-Weierstraf3-Be-
dingung wére nicht erfiillt:

dee @ Fe>03n>0Vz € Us(20)\{20}: |f(2) —c| >n.

Dann ist g(z) := ﬁ beschriankt auf U, (z9)\{z0}, ndmlich |g(2)| < %, und analytisch

auf Ue(29)\{z0}. Daher gilt:
9(2) = bp(z — 20)* + bpy1(z — 20)" 4+ ...

mit einem k > 0 und b; # 0.

Falls k = 0, ist g(29) # 0, also ﬁ = f(z)—c analytisch bei zg, d. h. zp wére eine hebbare
Singularitdt von f, mit Widerspruch.

Falls k > 1, wiire zo eine Nullstelle k—ter Ordnung von g, nach Aufgabe 1, 8. Serie (vgl.
Seiten 85, 111), also ein Pol k—ter Ordnung von f(z) — ¢, also auch von f, ebenfalls mit
Widerspruch.

Es gilt sogar mehr:

Der grofie Satz von Picard: Ist zy wesentliche Singularitdt von f, so nimmt f auf jeder Umgebung

von zq jede komplexe Zahl bis auf héchstens eine Ausnahme unendlich oft an. (vgl. Remmert
1, Seite 243, Beweis: Remmert 2, Seite 209).



5. Die Cauchy—Integralformel 50

Beispiel: (i) fz) = sin(z) 20 =0
z
1 & L2k+1
B Zkzzo(_> (2k + 1)!

konvergiert auf €' .

(i) fo)= —2
hat Pole 1. Ordnung bei 1 und 2.

CENY

Hier ist 0 wesentliche Singularitét.

Héufig hilfreich ist folgende niitzliche Version der Regel von de I’Hospital:

Satz: Seien f und g analytisch bei 2o und sei 2o eine Nullstelle m—ter Ordnung von f und eine Nullstelle
n—ter Ordnung von g. (m, n € IN). Dann existiert in €' :
!/
lim & = lim F'z) .
A9 TR )

Beweis:

Daraus folgt

IG) (e EC)

g9(z) G(2)
und weiter mittels Produktregel, auf f und g angewandt:
f'(2) _nmE(2) + (2 — 20)F'(2)

7 - E T D T O e)

Falls m > n, sind beide Limetes 0;

Falls m = n, sind beide Limetes ggi”g e,
(0]

Falls m < n, sind beide Limetes oco. |



6. Der Residuensatz

Motivation: Beim Integrieren einer Laurentreihe besitzen alle Terme bis auf eine Ausnahme eine
Stammfunktion. Diese Ausnahmestellung rechtfertigt die folgende Definition.

Definition: Sei z isolierte Singularitéit von f. Das Residuum von f bei zg, Res(f, z0) ist der Koeffizient
a_1 in der Laurentreihe von f um zy. Mit geeigneter Jordankurve ~ gilt natiirlich:

1
a—1 = %/f(z) dz (6.1)

Satz 1: Sei zg Pol k—ter Ordnung von f. Dann ist

k-1
Res(f,z0) = lim d —20)"f(2)) .

z—z (k—1)! dzF—1 ((=

Insbesondere fiir k = 1:

Res(f, z0) = lim (z — z0) f(2) .

zZ—2(0
Beweis: Da zy Pol k-ter Ordnung von f, gilt:

flo) =~k 2t

(z—20)* z — 2o

+agtai(z—20)+...

mit a_ # 0. Daher:
(z—20)"f(2) =a_p+a_pp1(z—20)+...4a_1(z—2) 1 +...;

k—1
% ((z— zo)kf(z)) =k—-D0a_1+ I;—:ao(z —20) + (k ;1)! ar(z—20)*+... .

Daraus folgt:
dF-1 .
dzk—1 ((z=20)"f(2)) = (k = 1)la

und hiermit die Behauptung.
Wenn also f in Us(zo)\{z0} analytisch ist, so gilt also z. B. mit r < §:
1
Res(fz0) =ao1 =5 [ f(a)ds.
2mi

o1
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“ Abbildung 6.1: Zum Beweis des Residuensatzes

Zk+1

Ist f auch bei zp analytisch, so folgt (unter Erweiterung der eigentlichen Definition)
Res(f,20) =0.

Die Umkehrung gilt nicht (z.B. % bei 0):
Res(f,20) =0 =+ f auch bei zy analytisch.

Beispiel:

1 ist Pol 1-ter Ordnung.

1 z 1 1
)=~ lim(z -1 = =,
Res(fil) = 7 ImG - Vo = s 1
—1 ist Pol 2-ter Ordnung.
1 d -1 1
Res(f,—1) = - lim 2~ lim =—

lzo=1dzz—1 2—-1(z2—1)2 4

Satz 2 (Residuensatz): Sei vy positiv orientierte Jordankurve, f eine auf v stetige und im Innengebiet
FE bis auf endlich viele isolierte Singularitdten z1, ..., z; analytische Funktion. Dann ist

k
/f(z) dz = 27TiZRes(f, zj) -
¥ =1

Beweis: per Induktion iiber k:
k = 0: Cauchy—Integralsatz.
k = 1: Definition des Residuums.

k — k+ 1: f analytisch auf Us(zk+1)\{zx+1} C E. Sei nun f = f; + fo Laurententwicklung
auf Us(zk+1)\{zk+1}, wobei f1 der analytische Teil (d.h. f; ist analytisch auf Us(zx41)), und
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f2 der Hauptteil (d.h. f; ist analytisch auf € \{zx4+1}). Sei nun fiir z € E\{zy,..., 2} U~y die

Funktion ¢ definiert:
(2) = f(z) = fa(2) falls z # zp41
T AG) falls 2 = zj41

g ist stetig auf v und analytisch iiberall dort, wo f analytisch ist und bei z;;1. Wegen der
Induktionsvoraussetzung gilt daher:

k
/g(z) dz = 2mi ZRes(g, zj) -
v j=1

Fir alle j =1,...,k gilt:

Res(g.2) = 5 [ (F0) = fals) )de M L [ ) s,

T N 27
Kr;(25) analytisch Kr;(25)
Daher:
Vi=1,...,k: Res(g,2;) = Res(f, z;) ,
somit:
k
/g(z) dz = QWiZRes(f, zj) . (6.2)
¥ =1

Andererseits gilt, da zxy1 nicht auf v liegt:

S

[roe = |
= /g(z) dz = /f(z) dz — /fg(Z) dz . (6.3)
v v &

=2miRes(f2,2k+1)

Weiterhin gilt:

1
Res(f, zx41) = i / ( f1(2) +f2(z)) dz
K. (zk+1)  analytisch
Cauchyirgegralsatz QL fQ(Z) ds |
e
K (zk41)
=4 Res(f, Zk-i—l) = I%G‘S(fQ7 Zk+1) . (64)
Aus den Gleichungen (6.2), (6.3), (6.4) ergibt sich nun die Behauptung. |
Beispiel:
z
f(z) =

(z—1)(z+1)2"

Falls Jordankurve + sowohl 1 als auch —1 im Innengebiet hat, ist

[ =ei(1- 1) 0.
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Beispiel:
24 3si
/ + 3sin(mz) &
z(z—1)2
¥
mit v wie in folgender Abbildung 6.2:
)
31
K _ _Singularitdten
e 2
_3 ® .1 3 T
= —3i
Abb. 6.2: Weg ~
Die Singularitét in 0 ist ein Pol 1-ter Ordnung:
9 .
Res(f,0) = +3+n(ﬁo) =2.
Die Singularitét in 1 ist ein Pol 2-ter Ordnung:
. d 2+ 3sin(mz)
R )=lm ——————>=-37—-2.
es(f,1) = limy 25 x
Also gilt:
2 4 3si
/Lﬂ(m) dz = 2mi(2 — 37 — 2) = —6m% .
z2(z—1)2
¥
Beispiel:

62
/ cosh(z) dz.
K5(0)

Die Singularitdten des Integranden sind genau die Nullstellen des cosh, d. h.

ee+e*=0
= eF=-1=e"
— 2z=mi+2kmi, ke Z
— z=(3+k)\mi, keZ.
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Also liegen folgende Singularitéiten innerhalb K5(0):

’(%-ﬁ-k)m

Betrachte den folgenden Grenzwert, der ja gleich a_;, also dem Residuum, ist:

<5 < ke{0,£1,-2}.

i, 14y (2= (5 +K) mi) ﬁh(z)

I"'Hospital i (z—(%-ﬁ-k)m’—&-l)@z
- 1m2*>(%+k)ﬂi sinh(z)
Def. von sinh . (Z*(%“rk?)ﬂi#»l)?
= hmz_,(%_i_k)m- ? = 1 .

Also:

ez
———dz=2mi-(1+1+1+1)=8mi.
/ cosh(2) z=2mi-(1+14+1+1)=28mi
K5(0)

6.1 Anwendungen des Residuensatzes

Satz 3 (Argumentprinzip): v sei positiv orientierte Jordankurve. f sei eine auf 4 analytische und

nullstellenfreie, im Inneren von « bis auf endlich viele Pole p1, ..., p, der Ordnungen my, ..., m,
analytische Funktion.
Dann hat f im Inneren von < héchstens endlich viele Nullstellen zy,...,2, der Ordnungen
ny,...,nq und es gilt
L [f() - -
o) Jo) T
5 j=1 j=1

,»Substitutionsregel*“: Der Name Argumentprinzip kommt von folgender Tatsache:
Sei v stiickweise glatt, f wie in Satz 3. Dann gilt:

fl%dz:j?l((jgdz.

Dabher:
1 1
W(fov,0) = — —dz
21 z
foy

1 '(2)
2mi J., f(2)

q r

Satz 3 an ij

Jj=1 Jj=1

Die Umlaufzahl einer periodischen Kurve beschreibt aber gerade den Faktor von 27, um den sich das
Argument vom Anfangs- zum Endpunkt der Kurve gedndert hat.

Beispiel: Sei

und
z—2
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Abbildung 6.3: Der Graph von f oy = e~ % (¢’ — 2)

3 //—‘ﬁ‘\“\-\
" T~
27 ///;///"'—“\\\\\ AN
/ / N \\\
1+ / < / _—\\\\ \\\ \\
/ // \\\ \ ‘
/ )
0 [ \
\ \ /4 /
\\ \\ /// / /
-1 \ \ - //
\\ . /
9| \\\\v_/// 7
- I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Dann ergibt sich mittels Satz 3:
W(fo~,00=0-3=-3.

Dies erkennt man ebenso am Graphen von f oy, wobei der Graph im Uhrzeigersinn durch-
laufen wird: siehe Abbildung 6.3. Fiir (t) = 3e® ergibt sich mittels Satz 3:

W(for,00=1-3=-2.

Beweis von Satz 3: Es existieren nur endlich viele Nullstellen im Inneren von +, sonst wire f = 0.
Falls f(2) = (2 — 20)'g(2) in Us(20)\{20}, wobei g in Us(zp) analytisch, g(z9) # 0, | € Z (also
zo Nullstelle oder Pol), so ist

! l /
ro__t o)

flz) 2=z g(2)
fiir alle z € Uz(20)\{z0} , wobei € < § so gewdhlt, daBl g(z) # 0 auf U.(zo).

(6.5)

% ist analytisch auf U, (z).

Es gilt:
1 [f(z) (f )
— dz = Z Res | =, 20 | . (*)
2md 5 f(Z) zo Pol oder zg Nullstel- f
le von f im Inneren von
0l

Mittels Glg. (6.5) erhélt man fiir die Residuen:

Wenn z Pol von f der Ordnung k (k := —I > 0), ist 29 Pol 1. Ordnung von fTI mit Residuum
—k. '

Wenn zp Nullstelle von f der Ordnung k (k := [ > 0), ist zp Pol 1. Ordnung von fTI mit
Residuum k.
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Unter Aufspaltung der Summe in () ergibt sich also:

RN NACO IR < W - .
97 ) dz-jgn]—i—; m; .

v

Satz 4 (Rouché): Seien f, g auf der Jordankurve 4 und im Inneren von v analytisch (und nicht
identisch Null), auf v gelte:

1£(2) —9(2)] <lg(2)| - (6.6)
Dann haben f und g im Inneren von v die gleiche Anzahl von Nullstellen (den Vielfachheiten
gemif gezihlt).

Beweis: Da (wegen der Voraussetzung (6.6)) g auf v nullstellenfrei, ist % auf einem Gebiet E analy-

tisch, das « enthélt, und auf dem noch ‘58 - 1’ < 1.

h::i:E—>U1(1).
g
Auf Uy (1) existiert ein Logarithmus-Zweig log, also ist log oh eine auf E analytische Funktion
mit der Ableitung %/ Also folgt, mit der Definition von h, fiir diese Ableitung:
h/ f'/ gl

h f g
Also gilt, da ja fiir %/ eine Stammfunktion existiert,

L HE 1 [P, 1[4
0= 2mi / h(z) d 2mi J f(z) d 2mi J 9(2)

dz .

Dies ist nach Satz 3 gleich der Summe der Ordnungen der Nullstellen von f im Inneren von =y
minus der Summe der Ordnungen der Nullstellen von ¢g im Inneren von . Hieraus folgt direkt
die Behauptung. [ ]

1. Anwendung: Jedes Polynom f =ap+ a1z + ...+ a,2" mit n > 1 und a, # 0 hat in € genau n
Nullstellen (geméf Vielfachheiten gezéhlt).
flz)=2"- (a—0+ L SIS

A z

—|—an) .

Da lim, .o f(z) = oo: wihle R € IR, so grof3, dafl auBerhalb und auf Kr(0) keine
Nullstelle von f mehr liegt. Wihle g(z) = a,,2™. Dann ist |f(z) — g(2)| = |ag + a1z +
oot an_12"7t. Auf Kg(0) ist

f(z)—g(z)|  |ao+...+an_12"""!
g(z) - Ap 2™
|a0|—|—|a1|R+...—|—\an_1|R”71 R;())o O
N lan|R™ .

Nach Rouché hat fiir hinreichend groles R das Polynom f im Inneren von Kg(0)
ebensoviele Nullstellen wie g, ndmlich n.
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2. Anwendung: f(z) = 27 — 523 + 12 hat séimtliche Nullstellen in K; 2(0).
1. f hat im Inneren von K;(0) und auf K7(0) keine Nullstelle. Denn : g(z) = 12.

|f(2) — 9(2)] = |27 — 527
< |27| + 5|23
RO 6 19— g(2)

2. Sémtliche Nullstellen von f liegen innerhalb von K»(0). Wihle g(z) = 27.

|f(2) — g(2)] = 12 — 52%|
< 12 + 5[2°|
f
PO 5y <97 — |g(2) .

Also hat f innerhalb von K5(0) genau 7 Nullstellen, das miissen nach der 1. Anwen-
dung alle sein.

6.1.1 Residuenkalkul

Im Residuenkalkiil benutzt man funktionentheoretische Erkenntnisse, um reelle Integrale zu losen, die
andernfalls gar nicht oder nur schwer l6sbar wéren. Insbesondere fiir die Physik ist dieses Kalkiil einer
der Hauptgriinde, sich mit der Funktionentheorie zu beschiftigen.

Ein Polynom in zwei Variablen hat folgende Gestalt:

P(z1,22) = Z 21 2 -

gewisse (m,n)eIN32

Eine rationale Funktion sieht so aus:

Py (21, 22)
R = =<
(21,22) Py(21,22)
mit P;, P> Polynome.
Betrachte:
it _ —it it —it
R(sin(t),cos(t)) = R (6 - *‘26 )
ZieLt R 22.—1,22—1—1
21z 2z

Satz 5: Sei R rationale Funktion in 2 Variablen und

22—1 2241
f(Z):R< "o, )

21z

fiir alle z, fiir die die rechte Seite in €' definiert ist. Dann ist:

2

/R(sin(t),cos(t)) dt = / %dz ,

0 K1(0)

falls f keine Singularitéiten (d.h. hier: Pole) auf K7(0) hat.
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Beweis: 7(t) = €' parametrisiert K;(0); v glatt. Daher:

[12,

2it 2it

-1 1

R(E—2 1\ g
2iet 2et

R (sin(t), cos(t)) dt .

(Weiter gilt natiirlich:

K1 (0) zo€U1(0)

endliche Summe, weil R rational

Beispiel:
2m d
t
/— aclR, |a]>1.
a + cos(t)
0
Wiéhle
R(z1,29) = ! = z) = -
1,2_CL+22 —al+222_:1.
Also: )
/ f(z) dz=—i-2- / ———dz
iz 20z + 22 + 1
K1(0) K1(0)
Die Singularititen des Integranden —a + v/a? — 1, —a — va? — 1 sind reell und # 1, # —1.
Es gilt:

1 1
Res| — ~  _aavaz_1 -
eS(ZQ—I—l—I-Z(JLz’ atve ) 2aZ =1’

1 1
Res - —a— a2 1 - -
o (22 t1+2az ° ¢ ) —-2Va? -1

Fiir a > 1 gilt :

—a++va?—1€U(0), —a—+va?—-1¢ Ui (0),

somit:

dt 1
Y —9i-27i-Res [ —> 2 _
/a+cos(t) LT e (22+1—|—2az’ @t va >

21

a2 —1"

(=)
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Fiir a < —1 ergibt sich entsprechend umgekehrt:
27

/ dt _ 2
a+cos(t) a2 -1

0

Satz 6: Sei E C ' ein Gebiet, das die abgeschlossene obere Halbebene IH = {z € € |[Im(z) > 0}
enthilt. Die Funktion f sei auf E analytisch bis auf endlich viele Singularitdten, von denen
keine reell ist. Es gelte z - f(z) 23 0. Dann existiert der Cauchy-Hauptwert des Integrals:

][ f(z)dx := lim [ f(z)dx
C— 00
Es gilt:
(o)
][ f(z)dx = 2mi Z Res(f, zo) -
—c0 zo€H
[ee) 0 0 0 oo
Weiterhin gilt: Falls [ ... und [ ... beide existieren, so existiert { ... = [ ...+ [...
—o00 —0o0 —0o0 0

0
(dies folgt natiirlich direkt aus Glg. 2.1).

(Hinreichend fiir die Existenz von [ f(z)dz ist z. B. die Beschrénkheit von 2* - f(z) mit einem

a
oo

s> 1 (weil aus f(z) 2% < M folgt: f(xz) < M-z~%; dies ist eine Majorante, da [ z~* existiert
b

fir s >1,b>0).)
Mehr iiber Hauptwerte steht im Anhang D.

Beweis: Wihle r so grof, daf alle Singularitéiten von f im Inneren von K,.(0) liegen, dann ist ein
Halbkreis beschrieben durch T',.(0) := K,.(0) N IH:

I',(0)

Es gilt:

dz| <7m-r- m .
f(z)dz| <m-r zerzﬁ%)|f(z)|
r.-(0)

Also:
lim 7-r- ma z
Jim e max |f(2)]
= 7 lim max |z|-|f(2)]
700 26T (0) N\ —
—0 nach Vor.
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Nach dem Residuensatz gilt:

27i 3 Res(f, z0) = / £(2) dz+/rf(x) da .

zo€H r,(0)

Also fiir r — oo:

oo
2mi Z Res(f, z0) — ][ f(z)dx .
zo€EH =
[ |
Korollar: Ist Zm )
a2t
() = Gt

Z;‘L:O bj27
mit b, # 0 und n > m + 2 (Zihlergrad + 2 < Nennergrad) und hat der Nenner keine reelle
Nullstelle, so existiert das Integral

/ f(x)dx = 2mi Z Res(f, z0)

zo€H
Beweis:
lim """ f(z) = dm
z—00 bn
o0
Dan—m > 2, existiert [ f(z)dz und weiterhin sind die Voraussetzungen von Satz 6 erfiillt.
) n
Beispiel:
o 171
——dr = - | ——d
/x4—|—1 v 2/174—|—1 v
0 —0o0
2m 1
= T Z Res (24—“,20) .
zo€H
Singularitéten von # in IH:
1 )
et’ = 5\/5(1 +i)=:21,
us 1
Tt = 5\/5(—1 +1i)=:29.

z1, 22 sind Pole 1. Ordnung. Also:

1 Z— Z;

Res | ——, 2, = lim J

<Z4—|-1 J) z—z; 24 4+ 1
l’Hos_pital . 1
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Also: -
1 1 1 ™2
——dx = — | = .
/x4—|—1 v 7”(4634“ +4694”> 4
0

Beispiel: Behauptung:

Beweis: Wiihle folgenden Weg ~:

—r —¢ 9 r

Nach dem Residuensatz gilt (¢ Pol 1. Ordnung):

/(I‘Z‘)Zgj_z)lydz—%ifies <(I;02g_(:)1)2’i> :_%3'

Y

Daher gilt:
—€
i (Log(x))? (Log(2))?
- = ————d ————d
1 / 21 T / 241
- 7FE(O)
™
(In(x)) / (Log(2))?
d ———d
+/ 2+ 1 S 2241 *
€ ' (0)
Im ersten Term substituiere v := —x == dz = —du und daraus folgt dann

Log(z) = Log(—1) 4+ Log(u) = mi + Log(u). Es ergibt sich fiir den ersten Term:

—& T T

2 2 2 : 2
/ (Log(x)) dp — / (Log(u) + i) du— / (In(u))* + 2wiln(u) — = du.
2 +1 u?+1 u? +1
—r £ €
Also damit:
3 f (In(z))? ) f In(x)
€ €

r 1 (Log(z))2 / (Log(z))2
_ 2 MO\ Ao\
7T/ 3 1du—l— / 21 dz + 2 11 dz
€ —T'-(0) T, (0)

Wir betrachten die Terme in der zweiten Zeile:



6. Der Residuensatz

63

Der erste (mit dem Vorfaktor 72) hat als Stammfunktion den arctan. Fiir e — 0

und 7 — oo ergibt sich fiir dieses Integral (ohne Vorfaktor) 7.
it

Sei nun z auf der Kurve —I'.(0): z = e™* - . Dann gilt fiir den Logarithmus:

(Log(2))? = (In(g) — it)%. Also:

(Log(z))? |In(e) —it|?

‘ 2+1 - 22 + 1|
< (IIn(e)[ +it)? _ |In(e)[* + 2¢]|In(e)| + ¢
- |22 4 1] |22 4 1]

—r<20 | In(e)* + 7% + 27| In(e)|
- 1—¢2 ’
Daher:
/ (Lch(Z))2 g:| < 7oco max (Log(2))?
Z22+1 ze-T.(0)| 22+1

I'.(0)

2, 2
e |In(e)|? + 7% + 27| In(e)| .
1—¢?
Fiir den Grenziibergang ¢ — 0 miissen wir das Verhalten von ¢ - (In(g))? und
¢ - In(e) untersuchen: Nach I"'Hospital gilt fiir den ersten Ausdruck:
1 2 21 1 1
lig WED° oy, 20O gy 16

e—0 e—0 _iz e—0 =
g I

<

Es ergibt sich also (bis auf einen Faktor) der zweite Ausdruck und hierfiir gilt
(wiederum nach I"'Hospital

€)

—~

1
= lim —5- = lim(—¢) = 0.

e—0 — = e—0
€

In

lim
e—0

m =

Damit also:

2

/ Mdz =0 fir e—0.
2241

r.(0)

Wenn z auf der Kurve I',.(0) liegt, also z = r - e, so ergibt sich analog zu
—I'2(0):

/ (Log(2))? &l <. |In(7)|? + 72 + 2| In(r)] .

2241 - r—1
I, (0) "

Mittels 'Hospital ergibt sich fiir den Grenziibergang r — oo:

In(r))? 21In(r)L 21
lim 7( n(r)l) = lim 7n(r27" = lim n(i) ,
r—oo T — - r—00 1—|—r—2 r—00 7’—|—;
1 1
i 200 g T
r—>oor:|:; 7"—’001:F7n—2 r—oo s F 1

Also:
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¢
8

Abbildung 6.4: Ellipse

Nachdem also alle Terme der zweiten Zeile analysiert sind, ergibt sich:

7 (In(2))? 1 3 7 3
/(n(:z:)) dr = — —71-——2771'/ n(;l:) dx+7T—
2 +1 2 4 2+ 1 2
0 0
~—_—————
eR

Da die linke Seite der Gleichung reell ist, mufl das rechte Integral Null sein. Also:

[ee]
2 3 3 3
/(ln(x)) PR G B
2+ 1 2\ 4 2 8
0

Bemerkung: Eine Ellipse wird durch die Mittelpunktsgleichung

1‘2 y2
2!

beschrieben. Fiir die lineare Exzentrizitit gilt:
e:=vVat-b0<a. (6.7)

Wir wollen eine Brennpunktgleichung r(¢) bestimmen, wobei r und ¢ wie in Abbildung
6.4 eingezeichnet liegen. Es gilt dann:

v=ct+r(@)cos(@), y=r(®)sin(o).

Eingesetzt in die Mittelpunktsgleichung ergibt sich unter Benutzung von (6.7) und
cos? +sin® = 1 nach lingerer Rechnung (r = 7(¢)) und den folgenden Definitionen:
b2

e . -
p: , €:= — <1 numerische Exzentrizitét
a a
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folgende Gleichung:

epcos(¢) p?

2
2 . .
e —e2cos?(p) + 1 — cos?(¢) +1

Mittels pg—Formel erhélt man dann nach etwas Rechnung;:

—ecos(p) 1 P
1_g2 cos?(¢) S T1+ gcos(¢)

r(¢)=p

Also erhélt man als Brennpunktgleichung einer Ellipse (auch Polargleichung oder Para-
metergleichung genannt):

_ p i
T(¢) - 1 + €COS(¢) mit €< 1 (0 S ¢ S 27T) . (68)
Mit o := \/ﬁ >1 gllt
b2
"(6) = :

VaZ — b2 . a+ cos(¢)

Da fiir den Flicheninhalt bekannterweise!

gilt, miissen wir im wesentlichen

27 1 2
0/ (o) #

berechnen. Dies geht analog dem Beispiel zu Satz 5: Das Integral ist gleich

z
8mRes | ————F—,— vaz—1] .
i es<(22+1+2az)2, a+Va >
Fiirs Residuum erhélt man nach endlich langer Zeit

«
WaZ -1

Damit erhélt man nun insgesamt:

1 bt
F - .2 gr.__*
2 a2 —b? A2 — 13
_ bt a 1
I Y 7 e e
az—p2 1
bt a R
— T - . .
a2 _ b2 ag — b2 b3
= mab.
Also: Der Fliacheninhalt einer Ellipse betragt mwab. |

falls es nicht mehr bekannt ist: s. Analysis 111, 16.12.



6. Der Residuensatz 66

Satz 7: Die Funktion f sei bis auf endlich viele Singularitéten, die nicht in Z liegen, auf €' analytisch.

Es gelte:
M

ds>1, R, M >0: ‘f(2)|§ |Z‘S’

falls |z| > R. Dann konvergiert

N 00
lim ;Nf(n) =: Z fln)=-— Z Res(7 - cot(mz) - f(2), 20)

N—o00 -
n=-00 zo Singula-
ritat von f

Beweis: Die Reihe konvergiert absolut nach dem Integralkriterium.

Y

Cn: Quadrat mit Ecken (N + 3)(+1 +4);
Auf Cy ist cot(mz) beschriankt durch eine
von N unabhéngige Schranke:

M ; T P = coth (g) (siehe hierzu Spiegel, S. 188
- M Ra (Outline Series, Schamm’s Aufgaben und
Uberblicke, Complex Variables)).

iz —imz
ez7rz —_ e—Zﬂ'Z
Die Singularitdten sind genau die ganzen Zahlen. Also fiir k € Z:

(z — k)mcos(mz) f(2)

Res(m(cot(m2)) f(2), k) = lim

2—k sin(mz)
. 7w(z—k)
ok sin(mz) cos(m2)f(2)
I’Hospital . 7T
= 1 B —
ok mcos(mz) cos(m2)f(2)
= f(k).
Also:
1 N
5 | mocot(mz) - f(2)dz = > )+ Z Res(7 - cot(mz) - (), z0) .
Cn n=—N zo Singula-
ritdt von f
Fiir hinreichend grofies N (so da8 |z| > R) ist das Integral Null:
1 M N—o00
m-cot(mz) - f(z)dz| <8- N—l——)wPis — 0.
[ 7eontrs) sy <5 (85 5 ) P il

N

Dies war zu zeigen. |
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Beispiel:
— 1
Also: f(z) = ZQJr;aQ Die Singularitéaten sind ai und —ai, Pole 1. Ordnung. Fiir die Residuen
gilt:
- cot(mz) . m - cot(mai) T
Res (W, (IZ) = T = —% COth(ﬂ'a)

- cot
= Res T onTz) (72) ,—ai | .
22 + a2
Die Konvergenzvoraussetzungen iiber f sind mit R = |a|v/2, M = 2, s = 2 erfiillt:

falls |a| < Lzl

1 1 vz 2

a2 +22[ 7 ||2]* — |al?| B |22

Also nach Satz 7:

Mittels der Aufspaltung

=1 =1 1 1 1 =1
Zn2+a2:Zn2+a2+aﬁ+zn2+a2:§+22n2+a2
—00 1 —00 1
erhalt man also:
=1 1 m
zljm:—ﬁ‘f'%COth(ﬂ'a).
Es gilt:
1 _ 1 m
Z ﬁ = (lli% (_ﬁ + 2_(1 COth(?Ta))

3
Il
-

_ lim 7@ coth(ma) — 1
a—0 2(12

ma cosh(ma) — sinh(7a)

a0 2a? sinh(ma)

IHospital . m2asinh(ma)
B a—0 4a sinh(ma) + 2a?7 cosh(wa)

PHospital . 7% cosh(ma)
N a—0 67 cosh(ma) + 2m2a sinh(wa)
3

B T
N 6m
Also erhalt man das Ergebnis?:
$1.%
— nz2 6

Weitere Methoden des Residuenkalkiils findet man z. B. im Jénich, Analysis. (Genauere Empfehlung
dieses Buches im Anhang D.)

2vgl. Analysis I, 6.4.
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6.2 Meromorphie

Definition: Eine meromorphe Funktion auf dem Gebiet E C € ist eine evtl. bis auf Pole auf E
analytische Funktion (die Menge der Polstellen ist natiirlich diskret (falls nicht sowieso
leer), da ja Pole isolierte Singularitéten).

Bemerkung: Aus Zeitgriinden kénnen wir kaum néhere Aussagen zu meromorphen Funktionen machen. Zum
Beispiel muf3 so der Satz von Mittag—Leffler wegfallen. Wir geben nun ein paar Beispiele zu me-
romorphen Funktionen an, treffen ein paar interessante Aussagen (um sie wenigstens zu kennen)
und beweisen noch einen Satz.

Beweise zu den folgenden Aussagen findet man im Remmert 1, Seite 248; Remmert 2, Seite
67. Ich werde im Anhang C auch einige Beweise darstellen.

Beispiele: . ﬁ ist auf € \{0} meromorph mit unendlich vielen Polen (da bei 0 nicht-isolierte Singu-

laritéit). Es kann somit unendlich viele Pole geben, die sich gegen Randpunkte von E hiufen
konnen. Es kann aber hochstens abzéhlbar viele Pole geben.
o cot(z) auf C'.

p(z)
q(z)

Sei f, g analytisch auf E (dann natiirlich f, g meromorph auf E), g Z 0. Dann ist
Die meromorphen Funktionen auf E bilden einen Kérper: M(E).

Die auf E analytischen Funktionen bilden einen nullteilerfreien Unterring von M(E).

Jede meromorphe Funktion ist Quotient von zwei analytischen Funktionen.

Falls f : E\{Pole} — € analytisch, so kann man fiir die Pole p die Werte f(p) := oo definieren und erhilt
damit eine Funktion f: F — C als stetige Fortsetzung von f .

auf €' mit p, ¢ Polynome in z, ¢ Z 0 hat nur endlich viele Pole.

f

5 meromorph auf E.

Satz 8: Die auf € meromorphen Funktionen sind genau die rationalen % mit Polynomen p, q # 0.

Beweis: Sei eine rationale Funktion gegeben. Sie ist bis auf maximal nennergrad-viele Pole in €
analytisch. Bei der Betrachtung von ,Zéhlergrad -Nennergrad‘ erkennt man, dafl bei oo eine
Nullstelle oder _eine hebbare Singularitét mit Wert # 0 oder ein Pol vorliegt. Also ist diese
Funktion auf € meromorph.

Sei umgekehrt f auf C meromorph. Dann hat f auf € nur endlich viele Pole, denn T ist
kompakt.? 21, ..., 2, seien die Pole von f in € mit Ordnungen ki, ..., k,.

h(z) = (z—z2)f ... (2= z)" - f(2)

ist daher analytisch auf €' und hat bei co eine hebbare Singularitét oder einen Pol. Daher ist
h(z) konstant oder ein Polynom p(z) (siche Anhénge A und B, Seiten 86, 115). Also:
n
p(z) :=h(z) = Zajzj auf €'
§=0

und daher

3 Auf einer kompakten Menge kénnen nur endlich viele isolierte Singularititen existieren. Ann. : Es gibe unendlich viele.

Dann lege um jede eine Umgebung, die nur diese Singularitit enthilt. Mit der offenen Menge K\ U;’il (Uaj (zj)>
3

zusammen sind die Umgebungen der Singularititen eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt, reichen also
endlich viele Umgebungen aus, um K zu iiberdecken; daher verteilen sich unendlich viele Singularitidten auf endlich
viele Umgebungen. Dies steht im Widerspruch dazu, dafl die Singularitéten isoliert sind. Also kénnen nur endlich viele
Singularitdten in K existieren.

€' kompakt: vgl. Analysis ITI, 12.19; Aufgabe 187).



/. Konforme Abbildungen

Bemerkung: Die beiden folgenden Kapitel sind aus Zeitgriinden sehr kurz; fiir die Beweise wird auf Literatur
verwiesen. Insbesondere im Kapitel 8 konnte aus Zeitgriinden der eigentliche theoretische Inhalt
nur noch an Beispielen demonstriert werden.

v [a,b] — € sei differenzierbar bei to mit 7/ (o) # 0. Dann représentiert 7/ (o) den Tangentenvektor
an v im Punkt v(#p) im Sinne der reellen Analysis.

Falls v1(t1) = 72(t2) und 71 (t1) # 0 # 4 (t2), dann ist der orientierte Winkel « zwischen 77 und 7, in
diesem Schnittpunkt:

o = Arg(h(ts)) — Arg(vi(t)  (evil. 2m) .
Y5 (to)
V2
tok &
At
71 (to)

Sei f analytisch auf einem Gebiet, das 1 und 72 enthélt. Den Winkel zwischen f o~ und f o, in
F(y1(t1)) = f(72(t2)) erhilt man mittels folgender Uberlegungen:
—— ——

=20 =Zz0

(fom)'(t1) = f'(20) 1(t1),
(for)(t2) = f'(20) 75(t2) -
Wenn f'(zp) # 0, gilt fiir den Winkel:
Arg(f'(20) - 13(t2)) — Arg(f'(20) - 71 (t1))
= Arg(f'(20)) + Arg(75(t2)) — (Arg(f'(20)) + Arg(71(t1)))
)

Arg(v;(t2)) — Arg(v1(t1))
= Winkel zwischen 7; und 72 in zp .

Definition: Eine lokal konforme Abbildung E — ' ist charakterisiert durch stetige totale Differen-
zierbarkeit im reellen Sinne und Erhaltung orientierter Winkel im obigen Sinne.

69
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Satz 1: Analytische Funktionen f sind in allen ihren Punkten lokal konform, in denen die Ableitung
# 0 ist (s.o.: dann kénnen Tangentenvektoren definiert werden; vgl. die folgende Bemerkung).
Nach dem lokalen Umkehrsatz' bedeutet dies, dafl diese Funktionen dort lokal biholomorph
(bzw. lokal bianalytisch) sind. Lokal biholomorph bedeutet, dafl eine Umgebung U existiert, so
daBl die Umkehrfunktion auf f(U) existiert und dort auch analytisch ist.

Bemerkung: Solche Funktionen sehen in infinitesimal kleinen Bereichen aus wie eine Dreh-
streckung, da f(z) ~ f'(a)(z — a) gilt mit f'(a) € € *. Daher ist diese Aussage
auch anschaulich klar, da die Drehstreckung die anhand der Tangentenvektoren
mefBbaren Winkel nicht &ndert.

Definition: Eine bijektive und lokal konforme Abbildung f nennt man konform?.

Orientierungserhaltende, konforme Funktionen sind biholomorph (bzw. bianalytisch). Das bedeutet,
daf} eine solche konforme Funktion auch analytisch ist und die Umkehrfunktion auf dem gesamten
Wertebereich existiert und ebenfalls analytisch ist3.

Beispiel: f(z) = 22 ist auf €* = €' \{0} konform (vgl. fiir das folgende: Abbildung 7.1). Es gilt
w = 22 = 22 — y? + 2xyi. Daher:

u=a%—y*, v =2zy .

Daran erkennt man:

e Die xz—Achse geht in die positive u—Achse iiber.
e Die y—Achse geht in die negative u—Achse iiber.

e Urbild von u = ¢ = x? — y?: Hyperbeln mit rechtwinklig aufeinanderstehenden Asym-
ptoten, den Winkelhalbierenden.

e Urbild von v = ¢ = 2zy: Hyperbeln mit rechtwinklig aufeinanderstehenden Asymptoten,
den Achsen.

e y=a =const.: v2 = 4(u + a?)a® (nach rechts gedffnete Parabel).
e x = a =const.: v> = 4(—u + a?)a? (nach links gedffnete Parabel).
Insbesondere gilt (aus dem ersten und dem vorletzten Punkt folgend):
o
H= {z € € | Im(z) > 0} wird durch f injektiv auf C\{z |z € R, x > 0}
o (o)
abgebildet: f|Io{ ist injektiv, weil folgendes gilt: z €¢IH= —z ¢IH.

Beispiel:
f(z)—%<z+%> auf C\{0}=C".

1 1

f/(Z)_2<1_z2>_0 = z=1 z=-1.

Also ist f auf € *\{—1,1} konform.

1vgl. Analysis I1I, 15.4.

2Zu diesem Begriff findet man auch Aussagen in Elem. Diffgeo, 4.9, 4.11, Aufgabe 52 und Diffgeo II, 14.10. Beachte, da8
der dortige Begriff der Konformitét die Orientierungserhaltung nicht einschliefit. Im folgenden betone ich dies auch in
den Formulierungen von Prof. Armbrust.

3Diese Aussagen ergeben sich formal vollstéindig aus der Bijektivitéit konformer Funktionen und den zitierten Stellen aus
der letzten Fufinote; anschaulich aus der obigen Bemerkung.
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z—Ebene, z =z + iy w-Ebene, w = u +iv = f(2)
Y

v

u=c>0
v=c>0 —

Abbildung 7.1: Die auf € * konforme Funktion z2

z—Ebene, z =z + iy w—Ebene, w = u + v

a+ib, a®+b%> =1
a7$07éb
\

z=t-(a+1ib), € IR

t > 1, (gepunktet und
dick gestrichelt)

t > 0, (dick gestrichelt)
Abbildung 7.2: Eine auf € *\{—1,1} konforme Funktion
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Zur niheren Betrachtung sei
z=x+1y, r:=|z|, £i=—, =

Dann gilt €2 4+7n? =1 und

Fir r=1: f(2) € [-1,1].
Fiir 7 # 1: Aus €2 +7n? = 1 folgt dann:

u? v?

+ =
2 2
Gr+3) Gr-3)
Fiir r = % ergibt sich hieraus speziell eine Ellipse mit den Halbachsen
punkten in (1,0) und (—1,0) (vgl. mit Abbildung 7.2).

Sei nun a?+b? =1, a # 0, b # 0. Dann gilt fiir die Gerade durch (0, 0) und (a, b) (vgl. erneut
mit Abbildung 7.2):

5

T % und den Brenn-

t-a t-b
T:|t|7 f:—’ n e
|t] 2]
Da
w02 1 L1 2 1\?
e Y N (PSR T (PYS
&2 2 4 r r
1/, 1, 1
- 1<r +24 5 - +2—r—2>
= ]_’
gilt:
2 2
v
a? b2 ’

es ergeben sich also Hyperbeln.

Weiterhin ergibt sich bei Untersuchung der Funktion:

positive z—Achse s, (1,0), s>1;
negative x—Achse J,os. (-1,0), s>1.
Riemann’scher Abbildungssatz: Jedes einfach zusammenhéingende Gebiet in €' aufler €' selbst

kann biholomorph bzw. orientierungserhaltend konform (d. h. bijektiv und in beiden Richtun-
gen analytisch) auf Uy (0) abgebildet werden.

Beweis: sieche Remmert 2, S. 152.
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Beispiel: Sei

az+b a b

eine Mébiustransformation. Sie bildet ab von €'\ {—%} auf €\ {2}. Es gilt:

, ad — be
= —= #0.
f) = o #
Betrachte speziell die Cayley—Abbildung:
J@) =T (a=e=1.b=—i, d=i).
Es gilt:
[¢]
HC
—
fO\{=i} — € \{1}
und -
—1 i w
fow) =i 1—w '

[¢]
Um die Frage zu beantworten, ob f die obere Halbebene IH auf U;(0) abbildet, betrachten
wir fiir z # —1:

z—1 Z+1
z+1 72—

|22 — 2Im(z) + 1
|22+ 2Im(z) + 1
4Im(z)

= S 2m(s) 1 >0, falls Im(z) > 0.

1-[f(x)F = 1-

(o)
Daraus folgt: |f(z)| < 1 fiir 2 €IH. Also bildet f in der Tat die obere Halbebene auf U (0)
ab.

Sei nun w # 1: Dann

() = 5 (1oe )

2\1—-w 1-w
1wl
= m>0, falls |’LU‘<1

o
Daraus folgt: f~!(w) €IH fiir w € U;(0). Also bildet umgekehrt f~! die Umgebung Uy (0)
auf die obere Halbebene ab.

Mittels der Funktion ()2 o f~! kann man nun zum Beispiel U; (0) auf das geschlitzte Gebiet
C\{z € IR|z >0} abbilden (vgl. fiir die Funktion ()2 das Beispiel auf S. 70):

(0?of™t: Th(0) — C\{zeR[xz>0}
w o (fTH(w))? '



8. Analytische Fortsetzung

Eine Potenzreihe um zg stellt f in einer gewissen Umgebung von zg dar. Das grofite R, so daf3 diese
Reihe auf Ug(zp) konvergiert und die Funktion f darstellt, ist der Abstand von zy zum néchsten Punkt,

in dem f nicht analytisch ist.

Beispiel 1: Die Potenzreihe
fz)=) ="
n=0

auf U 1 (0). Der Konvergenzradius dieser Reihe ist 1. Die analytische Fortsetzung von f auf
U1(0), ist fi(z) := 2. Diese Funktion ist analytisch auf €' \{1}. Also kann f nicht auf

11—z

ein Gebiet analytisch fortgesetzt werden, das (1,0) enthilt (Eindeutigkeitssatz):

Falls

o0 1 n
A& =30 (++3)

n=
Darstellung von fi(z) = i in einer Umgebung von —%, so muf} diese Reihe den Konver-
genzradius % =1- (—%) haben. Um f5 explizit angeben zu kénnen, miissen wir natiirlich
noch die b,, bestimmen. Diese werden wie iiblich iiber

n 1 n+1
3

n!

74
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berechnet, wobei die n-ten Ableitungen aus den Ableitungen von i ermittelt werden:

1
(n) _l -
S (Z)_n!(l—z)n'*‘l'
Die Reihe
0 ) n+1 1 n
() (+3)

setzt also f iiber den Rand von Up(0) hinaus fort. Man nennt das eben durchgefiihrte
Verfahren das Kreiskettenverfahren.

Mittels folgender Zeichnung soll nochmal die Funktionsweise dieses Verfahrens zur analy-
tischen Fortsetzung ldngs eines Weges vy suggestiv illustriert werden:

)
]

Abbildung 8.1: Kreiskettenverfahren

Beispiel 2:

=% ).

Auf K7(0)\{1} konvergiert die Reihe (siehe 3. Serie, Aufgabe 6: Anhang A, S. 81, Anhang
B, S. 98: Reihe by (z).).

Aus der Analysis kennt man'!

In(14+z) =— Z(—l)" %x"

n=1

Isiche Analysis 11, 8.7, Aufgabe 117).



8. Analytische Fortsetzung 76

Beispiel 3:

fiir |z| < 1. Also gilt auch, wie man leicht sicht:

z" | ( 1 )
Z n 1—=x
n=1

fir x € R, |z| < 1.

Daher gilt natiirlich nach dem Identitiitssatz (die reelle Achse ist mehr als ein Hiufungs-
punkt) auch im Komplexen fiir |z| < 1:

oo n 1
> = o).

n=1

aber mit welchem Logarithmenzweig 7

Betrachten wir dazu: Aus |z| < 1 folgt

Re(liz>>0, (8.1)

—_———
denn es gilt: Re(z) < 1, somit:
1 1 1 1
Re(l—z) N 5(1—2'—'_1—?)
1 1-z+1-2
2 11— 2|2
1 — Re(2)
——s->0.
11— 22

Aus Glg. 8.1 ersieht man also, dafi der Logarithmus fiir alle w mit Re(w) > 0 definiert
sein mul. Man kann also alle Logarithmenzweige wihlen, deren nicht definierter Schlitz
im Gebiet {w | Re(w) < 0} liegt. In Abbildung 8.2 sind zwei Beispiele eingezeichnet (in
der w—Ebene): die Logarithmenzweige auf € \{w = x + iy | = <0, y = 0} (gestrichelt)
bzw. auf € \{w =z +iy | © =0, y > 0} (gepunktet). In der z—Ebene ist dann der nicht

definierte Schlitz fiir log le eingezeichnet. Man erhélt ihn, wenn man die Definition
von w umkehrt (2 =1 — 1) und untersucht.

Ergebnis: f ist uneingeschrinkt analytisch fortsetzbar auf € \{1}, aber nicht durch eine
einzige auf € \{1} analytische Funktion.

f2)=> ;—Z auf  U(0) .
n=1

Diese Reihe konvergiert auf ganz Uy (0) (siehe 3. Serie, Aufgabe 6: Anhang A, S. 81, Anhang
B, S. 98). Fiir die Ableitung gilt

f'(z) =

IS

e}
>
n

n=1
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w—-Ebene z—Ebene

. -
N

Abbildung 8.2: Analytische Fortsetzung mittels Logarithmenzweigen

und daher mit Beispiel 2:

£(2) :/Zélog (%) = auf U1 (0) .
0

Hieraus ersehen wir, dafl f uneingeschrinkt analytisch fortsetzbar ist auf € \{1}, aber nicht
durch eine einzige auf €' \{1} analytische Funktion.

Also: Wenn f Stammfunktion einer analytisch fortsetzbaren Funktion g, so ist auch f
analytisch fortsetzbar auf dem gleichen Bereich wie g.

Beispiel 4: Die Reihe

oo

)= 30 =

n=0

konvergiert auf U;(0) (Konvergenzradius 1). Es gilt:

lim f(z) =+o0,

z—1—
daher ist eine analytische Fortsetzung nach 1 unmoglich. Weiterhin gilt:
f2) =2+ (),
also ist auch eine analytische Fortsetzung in z mit 22 = 1 unméglich. Analog folgt, z. B. mit
f) =2+ 22+ f(zY),

dafl eine analytische Fortsetzung in die 2"—ten Einheitswurzeln unméglich ist (n € IN);
diese liegen auf K;(0) dicht. Daher divergiert f in allen Punkten von K;(0).
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Definition: Seien
ENZE [a’a b] —C

rektifizierbare Kurven.

zri=79(a) =pla),  z22:=7(b)=p(b).

E C € sei ein Gebiet, das v und p enthélt. Man nennt v und p E-homotop, wenn es eine
stetige Abbildung
I:[0,1] x [a,b] — E

gibt, so daf3
F(Ovt) =1(1), F(lvt) = p(t)

fiir alle t € [a,b], und
P(Sv a‘) =21, F(Sa b) = 22

fiir alle s € [0,1].2
Monodromiesatz: Sei f auf einem Gebiet G analytisch; G C E, E sei ein Gebiet unbeschréinkter
analytischer Fortsetzbarkeit von f. Sind v und p Kurven in F mit gemeinsamem Anfangs-
punkt in G und gemeinsamem Endpunkt in £ und E, ein Gebiet mit v C £, C E, E, ein

Gebiet mit p C £, C E und sind f,, f, analytische Fortsetzung von f auf E, bzw. E,, so ist
fy(22) = fp(22), falls v und p E-homotop sind.

Beweis: siche Remmert 2, S. 150.

ENDE DER VORLESUNG FUNKTIONENTHEORIE, SS 1992

2vgl. Analysis III, 14.8, Definition von ,einfach zusammenhéngend®.



A. Einige interessante ausgewahlte
Aufgaben

In diesem Anhang zitiere ich die interessantesten Aussagen aus den Ubungen. Ohne Bearbeitung und
Kenntnis dieser Aussagen gewinnt man (alleine durch die Nacharbeitung der Vorlesung) nur eine ober-
flichliche Kenntnis der Funktionentheorie.

Die hier vorgestellten Aufgaben werden in Anhang B gelost (bzw. der Losungsweg skizziert).

Zu Kapitel 1

e 1. Serie, Aufgabe 1)

a) Zeige: Jeder stetige Korperautomorphismus ¢ von @' fixiert IR (d.h. ¢|jp = idR).
b) Bestimme alle stetigen Kérperautomorphismen von C'.
e 1. Serie, Aufgabe 2)
Zeigen Sie: Der Korper € kann nicht angeordnet werden. Dabei heifit ein Kérper K angeordnet
durch die Teilmenge P, falls gilt:
(i) Py ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation.
(i) K = PyU{O}UP_mit P.={z€ K | —z€ Py }.
e 2. Serie, Aufgabe 4)
Es seien (23, 23, 24) und (wy, we,ws) zwei Tripel paarweise verschiedener Punkte von €. Zeigen
Sie:
mit S(z2) =1, 5(z3) =0, 5(z4) = 0.
mit S(z;) = w;—1 fir i =2, 3, 4.

a) Es gibt genau eine Mobiustransformation S : C —C
b) Es gibt genau eine Mébiustransformation S : C —C

2. Serie, Aufgabe 5)

Fir z1, 29, 23, 24 € c (22, 23, 24 paarweise verschieden) sei DV (z1, 22, 23, 24) das Bild von z;
der (nach Aufgabe 4a, 2. Serie) eindeutig bestimmten Mébiustransformation S mit S(z2) = 1,
S(z3) =0 und S(z4) = 0.

a) Man beweise: Ist T irgendeine Mébiustransformation, so ist
DV (21, 22, 23, 24) = DV(T'(21), T(22), T(23), T(24))

fiir alle z; € C.

b) Sei z1 & {z2,23,24}. Zeige: Genau dann liegen zi, za, z3, 24 auf einem Kreis oder einer
Geraden, wenn DV (21, 22, 23, 24) € IR.
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Zu Kapitel 2

e 2. Serie, Aufgabe 1)
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

a) o]
n=1

b) 00
Z 9 2"
n=0

C) [e]
Z(sin n)z" .
n=0

e 2. Serie, Aufgabe 2)
Die Potenzreihe > a,,2™ habe den Konvergenzradius R. Bestimmen Sie die Konvergenzradien

von Y o i anz®™ und Y oo a?z2m.

e 2. Serie, Aufgabe 3)
Sei (a,,) eine Folge mit a,, € €' \{0}. Zeigen Sie, daB fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe
Yoo g anz" gilt:

Qn an

lim inf <r < limsup

an+1 Un+1

an
An+1

, falls der Limes existiert.)

(Es gilt also: 7 = lim

e 3. Serie, Aufgabe 1)
Die Potenzreihen ZZOZO apz™ bzw. Zf:o bnz" mogen Konvergenzradien R, bzw. R, haben;
Rayp bzw. Rap bzw. R,y seien die Konvergenzradien von ) (an + by) 2™ bzw. >~ (anby,) 2™ bzw.
> ‘g—:z", wobei im letzten Fall b, # 0 fiir alle n vorausgesetzt sei. Man zeige:

Ra+b Z min(Ra, Rb) 9

Rup > Ry Ry falls (Rq, Rp) # (0,00), (00,0)
Rap < % , falls (Rq, Rp) # (0,0), (00, 00) .
b

e 3. Serie, Aufgabe 2)
Fir s€ Rsei My ={z € € | s <Im(z) < s+ 27 }; beweise, dafi die folgende Funktion bijektiv
ist: exp |Ms : My — €' \{0}. In welchen Punkten ist die Umkehrabbildung unstetig? Wie muf}
man M einschrinken, damit eine stetige Umkehrabbildung existiert?

e 3. Serie, Aufgabe 3)
Beweise fiir n € IN die Identitét:

Tip: Zum Beweis dieser kniffeligen Identitéit betrachte man u. a. das Produkt aller von Null ver-
schiedenen Nullstellen des Polynoms p(z) = (1 — 2)™ — 1.
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e 3. Serie, Aufgabe 4)
Ein unendliches Produkt [, a,, komplexer Zahlen a,, # 0 heiit konvergent, wenn die Folge der
Teilprodukte der Faktoren einen von 0 verschiedenen Grenzwert hat.

]
Mit log(z) bezeichnen wir in dieser Aufgabe die Umkehrabbildung von exp | M_, (wobei M die
Menge aus Aufgabe 2, 3. Serie ist).

a) Man zeige, dafl die Faktoren eines konvergenten unendlichen Produktes gegen 1 konvergieren.

b) Sei[[,2, a, ein unendliches Produkt mit a,, ¢ IR_ fiir alle n. Zeige: Das Produkt konvergiert
genau dann, wenn die Reihe Y7, log(a,) konvergiert.

e 3. Serie, Aufgabe 5)
Fiir z € € ist iiblicherweise definiert: n* := exp(zInn).

a) Zeige: Fiir jedes § > 0 konvergiert die Reihe

1
((2) = P nE
absolut und gleichmiflig auf Hs = {z € € |Re(z) > 146 }.
b) Bestimme die Koeffizienten ¢,, der Reihe (((2))? = >~ < .
c) Sei (pn)nen die streng monoton steigende Folge der Primzahlen. Zeige: Fiir Re(z) > 1

konvergier( das Produkt
n=1 n 7

w-ﬁ( )

1—pn~

und es ist

e 3. Serie, Aufgabe 6)
Wir betrachten das Konvergenzverhalten auf dem Rand der Konvergenzkreise.

a) Zunichst: Seien fiir k € IN ag, by, komplexe Zahlen. Zeige:

n n—1 k
Z apby = Z(ak — Qk+1)Sk + QnSn mit s = ij )
k=0 k=0 j=0
b) Bestimme die Konvergenzradien der Reihen:
a(z)=>» 2", bm(z):zm (m e IN) , c(z)zzﬁ.
n=1 n=1 n=1

c¢) Zeige: a(z) konvergiert nirgendwo auf dem Rand des Konvergenzkreises, wihrend ¢(z) dort
iiberall absolut und gleichméBig konvergiert. Die Reihe b,, (2) konvergiert genau in den Punk-
ten w des Randes des Konvergenzkreises, fiir die w™ # 1 ist.

e 4. Serie, Aufgabe 3)
a) Seien z1, za, w € € und z1, 2o # 0. Zeige: §(2}") = #(2¥). (,,§* bezeichnet hier die Méchtigkeit
einer Menge.)

b) Sei z # 0. Fiir welche w € €' ist §(2") < 00? Welcher Zusammenhang besteht in diesem Fall
zwischen w und §(z*)? Fiir welche w ist 2% eindeutig?

c¢) Bestimmen Sie ‘.
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Zu Kapitel 3

e 4. Serie, Aufgabe 1)
Gibt es eine analytische Funktion f: C — €, fiir die gilt:

1 1
VnelN,n>1: f(—):—?
n NG

e 4. Serie, Aufgabe 2)
Bestimmen Sie alle Punkte zp € €', in denen die folgenden Funktionen komplex differenzierbar
sind:
a) f(z) =Re(z) .
b) g(z) =z |2|*.
c) h(z) =sin|z|.
e 4. Serie, Aufgabe 4)
Bestimme fiir die angegebenen Funktionen w analytische Funktionen f = u + iv, falls solche
existieren:
a) u(z,y) =23 — 3vy? — 27 .
b) u(z,y) =e€* —x .
c) u(z,y) =e"cos(y)+1.
e 4. Serie, Aufgabe 6)
Die Funktion f : € — @ sei analytisch. Ferner seien u := Ref, v := Imf und (o, 8,7) € IR*\{0}.
Zeigen Sie:
a) Ist cu + Bv =, so ist f konstant.
b) Ist au? + Bv? = v, so ist f konstant. (Dies konnen wir eigentlich erst nach dem 5. Kapitel

vollsténdig 16sen.)

e 5. Serie, Aufgabe 5)
Ist f(z) komplex differenzierbar in zg, so ist F(z,y) total differenzierbar in zg = (zg, yo)-

e 5. Serie, Aufgabe 6)
Ist F(z,y) total differenzierbar in (xo,yo) und erfiillt die CR-Dgl'en. u, = vy, uy, = —v,, so ist
f(2) komplex differenzierbar in zg.

Bemerkung: Dabei ist u, eine haufig benutzte Abkiirzung fiir den Ausdruck %, entsprechend
die anderen Abkiirzungen.

Zu Kapitel 4

e 5. Serie, Aufgabe 2)
Berechnen Sie fiir den Weg v : [-5, 2] — @', v(t) = 2¢*, das Integral

/sin(%)dz.

(Kann man die Konjugation in den Sinus hineinziehen?)
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e 5. Serie, Aufgabe 3,4)

a) Sei: [a,f] — € eine stiickweise glatte Kurve in €', die Null nicht enthélt und die a € €
mit b € € verbindet. Setze w(t) = 12 Berechne:

[ (#)]
1
/— dz .
z

w

b) Seiim folgenden stets E C €' \{0} ein Gebiet und a € E. Fiir b € E und irgendeine stiickweise
glatte Kurve «, die @ mit b verbindet, setze

Q(b):/%dz.

w

Hierbei sei w wie in a) definiert. Zeige: €2 ist genau dann auf E wohldefiniert, wenn es in F
keine stiickweise glatte Jordankurve gibt, deren Innengebiet Null enthélt.

c¢) Sei ¢, ein Argument von a. Beweise: Genau dann gibt es einen Zweig des Logarithmus 1 auf
E mit 1(a) = Inla| + i¢,, wenn Q auf E wohldefiniert ist.
e 6. Serie, Aufgabe 1)
a) Sei E C € offen mit [o,] C Eund f = u+iv : E — € stetig. Zeige fiir den Weg
v oy f] — E mit y(t) =t
B 8

/u(t)dt:Re/f(z)dz, /v(t)dt:Im/f(z)dz.

b) Berechne

T

/ecos(t) sin(t + sin(t)) dt .
0

e 6. Serie, Aufgabe 2)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a)

/ z+2
—dz
22 — 62+ 10

K(0)

/ 222 — 152+ 30

B _102+322-327°"
K3(0)

e 6. Serie, Aufgabe 3)

a) Sei f(z) analytisch auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet G, aufler in zy € G. Ferner
gebe es ein § > 0, so daBl f(z) auf Us(z9)\{#0} beschriinkt ist. Zeige, daB fiir jede Jordankurve
v, deren Innengebiet zy enthélt,
/ f(z)dz=0
S

ist.
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b) Berechne

e 6. Serie, Aufgabe 4)

a) Sei fiir a, b € IRy
Y%: [0,1] — C
t  +— a-(cos(2mt) + i sin(27t))
und
Y1t [0, 1} —_— «
t  +— a-cos(2mt)+i-b-sin(2nt) .

Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes:
1 1
/ —dz = / —dz .
z z
Yo 71

b) Beweisen Sie:
2

/ dt 2m

a2 cos?(t) + b2sin®(t)  a-b’
0

e 6. Serie, Aufgabe 5)

a) Seien 71, ¥2 : [0,1] — € zwei Kurven in €', die nicht durch Null laufen. Zeige, dafi dann
auch die Kurve v : [0,1] — €', definiert durch v(¢) = v1(¢) - 72(¢), nicht durch Null 14uft,
und daf

W (7;0) = W(71;0) + W(72;0) .

b) Sei P(z) = Z?:o a;jz’ ein Polynom vom Grade n iiber € . Zeige: Fiir alle hinreichend groBen
R > 0 lduft die Kurve P o Kg(0) nicht durch Null, und es ist

W(PoKgr(0);0)=mn.

(Tip: Betrachte die Kurven
n—1
v =2"0Kp(0), 2= |antz") a;2 | 0 Kg(0)
=0

und wende Teil a) an.)

¢) Beweise mit obigen Ideen den Fundamentalsatz der Algebra.

Zu Kapitel 5

e 7. Serie, Aufgabe 1)

a) Sei f(z) =Y .",an(z—a)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, ferner sei f fiir r < R
auf U, (a) beschrinkt durch M. Zeigen Sie fiir alle n € INg:

|an| S ﬁ .
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b) Folgern Sie den Satz von Liouville: Jede auf ganz € beschrinkte analytische Funktion ist
konstant.

e 7. Serie, Aufgabe 3)

a) Sei f auf dem Gebiet G analytisch. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) f(z) =0 fiir alle z € G;
(ii) es existiert ein a € G, so daB (™) (a) = 0 fiir alle n € INy;
(iii) die Menge M = {z € G| f(z) =0} hat einen Haufungspunkt in G.
b) Folgern Sie den Identitétssatz fiir analytische Funktionen: Seien f und g analytisch auf einem
Gebiet G und hat die Menge { z € G | f(2) = g(#) } einen Hiufungspunkt in G, so ist f = g.

¢) Finden Sie eine nicht identisch verschwindende analytische Funktion f, so dal die Menge der
Nullstellen von f einen Haufungspunkt hat.

e 7. Serie, Aufgabe 5)
Sei G ein Gebiet und f auf G analytisch.

a) Zeigen Sie die folgende ,, Mittelwerteigenschaft®: Fiir alle a € G und r > 0 mit U,(a) C G ist

27

1 .
fla)=— [ fla+ret)dt.
27T0/

b) Folgern Sie das , Mazimumsprinzip“: Gibt es ein a € G mit |f(a)| > |f(z)| fiir alle z € G, so
ist f konstant auf G.

¢) Folgern Sie #hnlich wie in b): Ist f eine in einer Umgebung von U,.(a) analytische Funktion,
so folgt aus

da f in U,(a) eine Nullstelle hat. (Tip: Betrachten Sie g(z) = f(lz)).

e 7. Serie, Aufgabe 6) »Satz von der Gebietstreue*
Es sei G ein Gebiet und f auf G analytisch und nicht konstant. Zeigen Sie: Die Bildmenge f(G)
ist wieder ein Gebiet.
Tip: Ist wo = f(20) € f(G), wihlen Sie zunéchst U, (zp) so, dafl zo einzige wo—Stelle von f ist.
Fiir geeignete w 148t sich mit Aufgabe 5c¢), 7. Serie zeigen, dal h(z) = f(z) — w eine Nullstelle in
U, (zp) hat.

e 8. Serie, Aufgabe 1) )
Sei f: U,(z0)\{20} — € analytisch, k € IN. Zeige die Aquivalenz folgender Aussagen:

a) Fiir die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung von f um zq in U, (20)\{z0} ist a_ # 0 und
an = 0 fiir alle n < —k.

b) Es existiert auf U,.(z) eine analytische Funktion g mit g(z9) # 0 und f(2) = (2 — z0) *g(2)
fiir z # 2.

¢) Der Grenzwert lim, .. (2 — 20)¥ f(2) existiert in € \{0}.

d) Es gibt eine Umgebung U C U,(2) von 2, so daf die Funktion h : U — €', definiert durch
h(z) = f(2)~! fiir 2 # 2o und h(zp) = 0 sonst, analytisch ist und in 2y eine isolierte Nullstelle
der Ordnung k hat.
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e 8. Serie, Aufgabe 2)
Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklungen um Null der Funktion

1
1@ = ey

a) U1(0)\{0} .
b) {ze Ul < |z] <2}.
c) {zel|z| >2}.

e 8. Serie, Aufgabe 3)
Klassifizieren Sie die isolierten Singularitdten der folgenden Funktionen:

a) f(z) =exp(2) fiir z = 0;

b) f(z) =sin(tL) fiir z = 1;

c) f(z) == fiir z = 2mi;

d) f(Z) = m fir z = %

e 8. Serie, Aufgabe 4)
In einem Punkt zg habe f einen Pol m—ter Ordnung, g einen Pol n—ter Ordnung und A eine
Nullstelle p—ter Ordnung. Bestimmen Sie die Art der Singularitét in zg fiir die Funktionen

f+gs f+h; f-g; f-hs flg; f/h; R/f.

e 8. Serie, Aufgabe 5)
Es sei zp eine wesentliche Singularitdt von f. Zeigen Sie

lim r* M (r) = +o0 , keZ

r—0
mit M (r) :=sup{|f(2)|||z — 20| =7 }.

e 8. Serie, Aufgabe 6)
Es sei f auf U\{2} analytisch mit einer wesentlichen Singularitit in zo. Folgern Sie aus dem Satz
von Casorati-Weierstrafl, daf} es in jeder Umgebung eines beliebigen ¢ € €' ein a € €' gibt, so dafl
a unendlich oft von f angenommen wird.

e 9. Serie, Aufgabe 1)
Wir sagen, oo ist isolierte Singularitéit (hebbare Singularitéit, Polstelle k—ter Ordnung, wesentliche
Singularitét) einer analytischen Funktion f(z), wenn 0 eine isolierte Singularitéit (hebbare Sin-
gularitit, Polstelle k—ter Ordnung, wesentliche Singularitit) der Funktion f (%) ist. Ferner heif3t
f(2) analytisch in oo, wenn f(1) analytisch fortsetzbar in 0 ist.

a) Zeige, dal co genau dann eine isolierte Singularitéit von f(z) ist, wenn ein R > 0 existiert,
so dal f(z) analytisch auf € \Ug(0) ist.

b) Sei f: € — € analytisch. Zeigen Sie: Genau dann ist co

hebbare Singularitéit konstant
Polstelle k—ter Ordnung , wenn f(2) ein Polynom vom Grade k } ist.
wesentliche Singularitét kein Polynom
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e 9. Serie, Aufgabe 2)
Berechnen Sie die Laurent—Reihen der folgenden Funktionen in den angegebenen Gebieten:

2
a) (%) fiir |z — 20| > |a — 20l;
k
b) (zfl) mit k € IN fiir |z| > 1;
) z(zeiil) fiir |z] > 1.

e 9. Serie, Aufgabe 3)
Es sei f eine in dem Gebiet E analytische Funktion. Es seien v; und v, zwei rektifizierbare
Jordankurven in E. E; bezeichne das Innengebiet von 1, Fs bezeichne das Auflengebiet von s
vereinigt mit dem Punkt co. Es gelte v C E1, F1 N Ey C E. Zeigen Sie die Existenz von in E;
analytischen Funktionen f; (i = 1,2) mit

f(z) = fi(z) + fa(2) fir alle z € E; N Es.

f1 und f5 sind bis auf Konstanten eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Dies 148t sich auf n rektifizierbare Jordankurven =1, ..., 7, in E verallgemeinern,
wobei s, ...,7, im Innengebiet von 7; liegen und sich weder schneiden noch enthalten.
e 9. Serie, Aufgabe 6) »,3chwarz’sches Lemma*

a) Zeigen Sie: Fiir jede analytische Funktion f : U1(0) — U3(0) mit f(0) = 0 ist |f(2)| < |2]
fiir alle z € U1(0), ferner ist |f'(0)| < 1.

b) Gibt es ein zg € Uy (0)\{0} mit |f(20)| = |20, oder ist | f/(0)| = 1, so existiert ein a € € mit
la| =1, so daB f(z) = az fiir alle z € U;(0) ist. (Tip: Maximumsprinzip)

Zu Kapitel 6

e 9. Serie, Aufgabe 5)
Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in allen ihren Singularitéiten:

a) 1 — cos(z)
28 '
b) p
(142)?
c) o
(z—1)?

e 10. Serie, Aufgabe 1)
Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen:

a) f(z)zﬁ inz=kmr keZ.

b) f(z)zm in z=+1und z = 42.
c) f(2) = exp(Ly) in z=+1.

d) f(z) == in z = 2kmi.
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e 10. Serie, Aufgabe 2)
Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die folgenden Integrale:

a)

f(2)
/ o) Gom) o)

K,.(0)
mit |z| <7, (i=1,...k,) 2z # z; fir i # j, f analytisch auf K,(0).

e 10. Serie, Aufgabe 3)
Fiir r > 0 seien v, : [0,7] — €', 7, (t) := rexp(it) (0 <t < 7) und

eiz
I(r) = —dz .
o Z
Zeigen Sie:
a)

lim I(r) =

T—00

rlirilol(r) =i .

Verwenden Sie bei a) die Abschitzung £ < sin(t) fiir ¢ € [0, Z]. Addieren Sie bei b) zu I(r) mi in
der Form i [ 1dt und verwenden Sie die Abschitzung |¢® — 1] < Jw|e®!.

e 10. Serie, Aufgabe 4)
Bestimmen Sie fiir 0 < ¢ < R das iiber den in Kapitel 6.1.1 auf Seite 62 skizzierten Weg -y
erstreckte Integral | % Folgern Sie mit Hilfe von Aufgabe 3 dieser Serie

¥
/ sin(z) g
0 X 2
e 10. Serie, Aufgabe 5)

Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Rouché die Anzahl der Nullstellen von:

a) fz2) =25 —425422 -1 in U1(0).
b) f(z)=2*—-52+1 in K 2(0).
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Noch ein paar Aufgaben zu allen Themen

e Aufgabe 1)
Folgere den Fundamentalsatz der Algebra aus dem Satz von Liouville.

e Aufgabe 2)
Es sei f eine ganze Funktion. Zeige: §(C'\ f(€')) < 1 oder f ist konstant. (Betrachte die Funktion:
9(2) = f(3).)

e Aufgabe 3)
Sei p(z) = 2" + an_12""1 + ...+ a1z + ag ein normiertes Polynom vom Grade n > 1. Zeige: Fiir
R > 0 gibt es ein z € Kr(0) mit |p(z)| > R™.

e Aufgabe 4)
Sei r > 0 und ¢ analytisch auf U,.(0)\{0}. Dann gilt:

Res(g’,0) =0.

Zeige hiermit weiter: Die Funktion exp(g(z)) hat in 0 keinen Pol und keine durch den Funktions-
wert 0 hebbare Singularitét.



B. Ein paar Losungen zu den Aufgaben

In diesem Anhang skizziere ich die Losung einiger der im Anhang A vorgestellten Aufgaben. Die Losun-
gen der anderen Aufgaben sollten eigentlich keine Probleme bereiten; die Ergebnisse sind angegeben.

Zu Kapitel 1

e 1. Serie, Aufgabe 1)

9(0) = $(0+0) = (0) +4(0) = ¢(0)=0.
o) =o(1-1) = ¢1)-g1) “WFCRLIIEN py g,
1= (1) = o(-1)- (-1) = ¢(-1)-g(~1) “CVFTLLPIEV gy g
Mit vollstindiger Induktion von ¢(1) und ¢(—1) ausgehend und der Beziehung
o(n+1) = 6(n) + $(1) = d(n) + 1

folgt:
VeeZ:¢p(z) =z .

Nun erhélt man mittels

die Aussage
¢(5) =0 = Vee@:¢(q)=q.
Da @ dicht in IR liegt und wegen der Stetigkeit folgt mit Heine-Kriterium die Behauptung.

9(a+ib) = ¢(a) + 9(i) - $(b) = a+ ¢(i) - b.
Da ¢ bijektiv, gilt: ¢(i) € € \IR. Mit

folgt
@(1) = +i .

Also sind die Konjugation und die Identitéit die einzigen stetigen Korperautomorphismen.

90
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e 1. Serie, Aufgabe 2)
Entweder i € P, oder —i € P,. Wegen der Abgeschlossenheit, gilt daher: (£i)? = —1 € P,.
Daraus folgt einerseits —(—1) = 1 € P_, andererseits (—1)2 =1 € P, also 1 € P, N P_. Dies ist
ein Widerspruch zu K = P U{0}UP_.

e 2. Serie, Aufgabe 4)

a) — Eindeutigkeit: Eine lineare Transformation f(z) = a+bz hat héchstens zwei Fixpunkte:
az + b = z hat namlich die Fixpunkte % und oco. Auch jede Mobiustransformation im
allgemeinen ungleich der Identitdt hat maximal zwei Fixpunkte. Denn:

az+b

cz+d N
= az+b = c2?+dz
= 2+ (d—a)z = b.

Seien nun S und 7T zwei verschiedene Mobiustransformationen, die die Forderungen
erfiillen. Also: S(z;) = T(z;) fir ¢ = 1,2,3. Dann:
StoT (z) = z.
——
wieder Mdobiustrafo

Da also nun z1, 22, z3 Fixpunkte sind, muf3 gelten:

S*loT:id@ )

Also folgt: S =T.
— Existenz: Wie man leicht nachrechnet, tun die folgenden Trafo’s das Gewtinschte:

> Falls alle z; aus € sind:
Z— 23 29 — 24

S() = 2—24 22—23
> Falls zo = oo:
S(z) = % .
> Falls z3 = oc:
S(z) = ZZQ__ZL .
> Falls z4 = oo:
ﬂ@:;:Z.

b) Eindeutigkeit wie oben; Existenz: Sei T} diejenige Mébiustrafo mit 74 (z1) = 1, T1(22) = 0,
Ty (z3) = oo und T3 diejenige Mébiustrafo mit Th(w;1) = 1, To(wz) = 0, Ta(ws) = co. Dann
leistet S := T, ' o Ty das Gewiinschte.

e 2. Serie, Aufgabe 5)

a) Wenn (22, 23, 24) paarweise verschieden, dann ist auch (T'(z2),T(z3),T(z4)) paarweise ver-
schieden. Daher ist ~
T:w— DV(w,T(22),T(23),T(24))

eine Mébiustransformation. Daher ist ebenso S := T o T' eine M&biustransformation mit

S(z1) =T oT(z) = DV (T(21), T(22), T(23), T(24)) -
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Es gilt
— fir S:
S(z2) = DV(T'(22),T(22),T(23),T(21)) = 1.
S(23) = DV (T'(23),T(22),T(23), T(24)) = 0.
3(24) = DV(T(Z4), T(ZQ),T(Zg),T(Z4)) = o0 .
— und definitionsgemaf fiir das DV:
DV(ZQ, 292,23, 2’4) = 1.
DV (z3,29,23,24) = 0.
DV (24,29,23,24) = 00.

Nach Aufgabe 4) ist die Mébiustrafo mit diesen Eigenschaften eindeutig. Daher:
|
S = DV(T(), T(ZQ), T(Z3), T(Z4)) = DV(, Z92,23, 24) .

b) Sei T(z) = DV(z,z29,23,24). Daher ist T Mobiustrafo und natiirlich auch T-1. Es gilt:
T(22) =1, T(23) =0, T(z4) = 0.
Das durch (1,0, 0o) beschriebene Objekt ist die reelle Achse, es entspricht also einer Geraden.
Nach Satz 2, Kapitel 1, fithrt eine Mobiustrafo Geraden und Kreise in Geraden und Kreise
iiber. Also: Da T'(z1) reell sein muf, wenn er mit (1,0, 00) eine Gerade bilden will (Kreis geht

ja nicht), geschieht dies genau dann, wenn z; mit 2o, 23, z4 eine Gerade oder einen Kreis
bildet.

Zu Kapitel 2

e 2. Serie, Aufgabe 1)

n—00

a) Benutze 1 < n! < n™, dann das Cauchy-Hadamard-Kriterium und schlieflich ¢/n — 1. Es
ergibt sich dann: R = 1.

b) Benutze
2/omnt _ (2%)
Dann ergibt sich wiederum R = 1.
¢) Dasin(n) < 1 folgt: limsup {/|sin(n)| <1, also R > 1. Betrachte nun zunéchst:

sin(1) = sin(n+ 1 —n)
= sin(n 4 1) cos(n) — sin(n) cos(n + 1)

= | sin(1)] < |sin(n + 1)|| cos(n)| + | sin(n)|| cos(n + 1)|
< |sin(n + 1)| + | sin(n)|
= |sin(n+1)| > sm2(1) oder |sin(n)| > w .

Es existiert daher eine Teilfolge (n;) mit:

n; i 1
1> %/|sin(ng)| > { w — 1,
da ja % > 0. Also %/|sin(n;)| — 1, und damit:

limsup {/|sin(n)| =1, also: R=1.
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e 2. Serie, Aufgabe 2)
Nach Voraussetzung gilt:

i /Tan] 1
im su anl = = .
P R
Daher existiert zunéchst eine Teilfolge (n;):
i 1
im %/ |an,| = = .
" R

Wegen der Stetigkeit von 22 und /- gilt nun:
1
lim ( 2ng/ am\) lim "/ Jan| = —— (B.1)

TR
2) = (lim "/ |an, )2 = % . (B.2)

Jetzt konnte es natiirlich noch andere Teilfolgen geben, deren Grenzwerte grofier sind als die in
(B.1) und (B.2) angegebenen Grenzwerte. Dies ist nicht der Fall und liegt an folgender Eigenschaft
des Supremums unter monoton wachsenden Funktionen: Sei also f monoton wachsend; dann:

flag) < f(sgp{ak})

=

O,

lim ( &Y

und daher:
St;p{f(ak)} < f(sgp{ak}) ~

Also hat der Konvergenzradius von > 00 ; a,2%" den Wert v/R und der von 3°° ;a2 2" den Wert

n=0 "n
R2.
e 2. Serie, Aufgabe 3)
Die Gleichungen sind einfach, falls lim inf aai - ‘ = 0 bzw. limsup aai -| = 00. Dies sei im folgen-

den also nicht der Fall.

An
An41

Sei 0 < s < liminf

. Nach Definition von liminf existiert ein ng € IN, so daf fiir alle n > nq:

an

An+1

> 5. Also:

an+1zn+1

anz™

an
Ant1

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe Zf:o a, 2™ also absolut konvergent fiir alle z € €'
mit |z| < s. Dies bedeutet aber:

an

<r.

lim inf

an+1

an
An+1

Analog: Sei lim sup < t < 00. Nach Definition von limsup existiert ein ng € IN, so daf fiir

alle n > ng: | =2 ’ < t. Also:
An41
1
an—&-lznJr _ |Z‘ > M
anz™ an
An+1

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe Y °  a,2" also divergent fiir alle z € €' mit |z| > t.
Dies bedeutet aber:

r < lim sup

An+41

Die Aussage fiir den lim versteht sich dann hoffentlich von selbst.
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e 3. Serie, Aufgabe 1)
Sei z € € mit |z| < min(R,, Ry). Dann konvergieren die Reihen Y7 janz" und > 7 b,2"
absolut. Nach Aussage 2.1 konvergiert daher auch > ((an + b,)z™ absolut. Daher gilt dann:
Ratp > min(R,, Rp).
Sel z = x-y € € mit |2|] < RyRy, |z] < Ra, |y| < Rp. Dann konvergieren die beiden Rei-
hen >3 axz® und Y7o bpz* absolut. Daher konvergiert auch das Dirichlet-Produkt absolut,
d.h. die Reihe Y32 (arxbi)z*y* = 332 (arbi)z" existiert. Also damit: R,y > R, Rp. (Alternativ:

Betrachte limsup {/]anb,| < limsup {/|a,| - limsup {/]b,]).

Weiter gilt: R, = Re.p > Re - Rp. Also:

2

R,
— >R
R, —

b

e 3. Serie, Aufgabe 2)
— Injektivitit:
exp(z1) = exp(z2)
= exp(z1 —z2) =1

= 21 — 29 = 2kmi (mit k& geeignet)
= Re(z1) = Re(z2) und  (Im(z1) — Im(z2)) = 2k7 .
Es gilt: [Im(z1) — Im(22)| < 27, da 21 € M, und 23 € M;. Also:
Re(z1) = Re(z2) und Im(z1) = Im(22) ,
d.h. zZ1 = Z2.
— Surjektivitédt: Sei w € € \{0}. Dann gilt mit ¢ € [s, s + 27|, falls es ein z mit w = e* gibt:
Re(z) ,iIm(z)

w = |wle’ = e e

Also sieht man:
z = In|w| + iarg(w)

mit ¢ = arg(w) € [s, s + 27| tut das Gewiinschte.
Die Funktion ist fiir alle w € € \{0} unstetig, fir die arg(w) = s gilt. (Man mache sich
graphisch klar, dal Umgebungen um solche w durch f~! zerrissen werden.)

Eine stetige Inverse erhélt man durch Einschrinkung auf folgende Funktion:
o o .
exp | Ms: Ms— €'\ (e IR+ U{0}) .
Es ergibt sich dann als Umkehrfunktion:
fHw) = Infw| + iarg(w)
mit s < arg(w) < s + 2.

e 3. Serie, Aufgabe 3)
Nullstellen zj von p(z) = (1 — z)™ — 1:

1-2"=1 = 1—z=¢ink

zp=1—¢k (k=0,...,n—1).
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Es gilt:
n—1 n—1
p(z) = [J (2 — 2) "=~ (Hm —z))
k=0 k=1
Also: )
z
[1=-22
=1 Z 1z2=0

Nun gilt einerseits:

L0 () = TLow () (oo (=) - o ()

Also gilt: N )
Andererseits
) =21 = (g(g)<—z>k)—1
- ;(2)(_z)’f
S (7) e
Also gl

Mit () und (s*) gilt also dann die Behauptung.

e 3. Serie, Aufgabe 4)

a) Die Folge der Teilprodukte

by,

k

= Han

n=1
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konvergiert gegen a. Daher tut dies natiirlich auch die Folge (bg1):
(bk) —a#0,  (bt1) —a.
Da die Produktbildung und % stetig sind, gilt:

b k a
bk a

b) Die Reihe konvergiere, also:

n
nler;o kzwlog(ak) =a existiert.

exp ist stetig, daher:
n n
lim exp (Z log(ak)> = lim H ar = exp(a)
k=1 k=1

existiert, und ist von Null verschieden, da 0 ¢ exp(C'). Also konvergiert das Produkt.
Konvergiere nun das Produkt. by die Partialprodukte, by, := lim,,_. o b, # 0. Also gilt:

1
dny € IN:Vm,n>mng : |bn—bm|<1|bw|.
dng € IN:Vm > ng: |boo| <2 by -

Wiéhle ng := max{ni,na}:

bn
g
bin

Daher wissen wir insbesondere (m := ng): Die Produkte

s 1
H ayp liegen in {26C||z—1|<§}.

k=no+1

< z.

VYm,n > ng: 5

‘ 1

Dort ist log wohldefiniert und stetig. Also:

nlLH;O Z log(ay) = nhﬂngo log< H ak> = log(boo)

k=no+1 k=nop+1
existiert, also konvergiert die Reihe.
e 3. Serie, Aufgabe 5)

a) z=x + iy € Hs. Dann:
| = [exp(z-1In(n))|
= |exp(z -In(n))| - | exp(iy In(n))|
—_———
=1
= |n®|=n®>nt.

Also:
1

VnelN :
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Wir wissen:
o0
OOE ! k i d ! d
Y onverglert, da e X
n=1 1

existiert und — —L+ monoton fallend ist, nach dem Integralkriterium. Also konvergiert ((z)
absolut und glelchmaﬁlg auf Hy wegen ( ) und dem Weierstrafy’schen M—Test.

b) Da ((z) auf Hs absolut konvergiert, konvergiert (¢(z))? fiir jede Anordnung der Produkte.
Dabher:

=1
2

k=

[

— 1 = Anzahl der Teiler von n.
teilt r

Ed

,ﬁl—lpkz B kHlZO( )

1 1
S Y Y

s=0r1+...41r,=5 (pl j=1

wobei die letzte Summation {iber alle natiirlichen Zahlen n; lauft, deren Primfaktoren sdmt-
liche aus der Menge {p1,...,pn} sind. Nun:

wobei k; in diesem Fall alle natiirlichen Zahlen durchléuft, die einen Primfaktor enthalten,
der nicht in {p1,...,pn} enthalten ist. Dann ist:

oo

1 (%) it 1 s
Z——H e —ZWS ZWL—OSO-

k J=1" J=Pn+1
Also ist nur noch (*%) zu begriinden: Dies gilt, da fiir j < pp4+1 alle Primfaktoren aus
{p1,...,pn} kommen miissen.

e 3. Serie, Aufgabe 6)

a) Beweis z. B. mit Induktion; fleiffiges Rechnen fithrt dann zum Ziel.
b) a(z): Konvergenzradius trivialerweise 1.

bim(z) ist Teilreihe von y 2 | %, dessen Konvergenzradius 1 ist. Also ist der Konvergenzra-
dius von b, (z) schonmal > 1. Andererseits ist

divergent. Also R = 1.
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c(z): Es gilt:
n? n? 1
= = _— .
(n+1)2 n2+2n+1

an

Gn41
Also: auch hier R = 1.
c) a(z):

|2l =1= lim |2"|# 0= lim z"=w#0 (Jjw|=1).

Dabher: nirgends auf dem Rand Konvergenz.

c(z):
1

n?’

[z2|]=1: VnelN:

Z’ﬂ
n?

Dann folgt mittels Weierstra’schem M—Test die absolute, gleichméfiige Konvergenz auf dem

Rand.
b (2): Zunéichst: w™ = 1. Dann by, (w) = L 3~ 1 und dies ist divergent.
Nun: w™ # 1 (z.z. ist die Konvergenz in diesen w).

1
ag == — , b == w™" | So=ag:=by:=0
mk
und definitionsgemis aus Teil a)

k m
, w
S = E w™ = 1 m(l — wmk) .
et w

Fiir die Partialsummen

= 1
b (z) = Z — Mk

mk
k=1
gilt mittels Teil a):
/1 1 w™ 1 wm
b(n) — - 1— mk - 1 — ™™
m (W) k_1<mk' m(k—i—l))l—wm( v )+mn1—wm( w™)
n—1
1 w' 1 w™
_ 1— mk - 1 — ™mn
kzlmk(k—kl)l—wm( v )+mn1—wm( w™)
1w [ 1 Tl mk 1—wmn
T oml—wm ;k(k+1)_ ;k(k+1) L ’
konvergent absolut konvergent

wobei die Konvergenz und die absolute Konvergenz mittels Weierstra’schem M-Test folgt
und der letzte Term konvergiert fiir n — oo gegen Null, denn es gilt:

I
- n

0<

‘1_wmn

_2
n n’

Also ist by, (w) fur diese w konvergent.



B. Losungen 99

e 4. Serie, Aufgabe 3)
a) Fir z € €' \{0}:
LW = QW log(z)
_ {ewLog(z)—i-kaiw | ke Z}
{ewLog(z) 'eZk‘n'iw | ke Z} )
~———
eindeutig
Also hangt die Méchtigkeit nur von w ab. Daher:
B(21") = 4(235) -
b) Wihle z = 1. Es gilt: _
(1w) — {62k7rzw | = Z} )

Dabher: 4

") = 41%) = 5 | ke Z)
Falls w = 0 also: f(z*) = 1.
Falls w # 0:

B(1V) < 0o <= es existiert ein k € Z\{0} mit e2kmv =1 .
< esexistiert k,m e Z\{0}: 2knrw =2mm .
— weaqw.

Sei nun w = § € @ \{0} gekiirzt.
2k — cog (21@772) + 7sin (2k7rg) .
b b
Dann ist k = b das minimale k mit e2*™ = 1. Also:

w = % gekirzt = #(z¥)=0.

Eindeutig ist z* daher fiir alle w mit b =1 und fiir w = 0, also fiir w € Z.

Z-i _ {eiLog(i)Gkaﬂz' | ke Z}
:o.
_ {672kwei(1n|l|+i%) ke z)

—4k—1

= {7 | keZ).

Zu Kapitel 3

e 4. Serie, Aufgabe 1)
Nein, denn aus f analytisch folgt: f stetig. Mit Heine ermittelt man dann mittels n — oo den
Funktionswert f(0) = 0. Damit gilt fiir den Differenzenquotienten in 0:

FE) =0 Vi e

1 —1—n—>00.

n n

Also existiert keine Ableitung in 0, d. h. f nicht analytisch auf C'.



B. Losungen 100

e 4. Serie, Aufgabe 2)

a) f(x+iy) =z +1i-0: Die CR-Dgl’en sind nirgends erfiillt, also f nirgends komplex differen-
zierbar.

b) g(z +iy) = x3 + 2y? + i(2%y + 33): Stellt man nun die CR-Dgl’en auf und ermittelt die
Losungsmenge, fiir die diese gelten, so erhilt man: (x,y) = (0,0). Fiir den Differenzenquoti-
enten in z = 0 gilt:

g(h) —g(0) _ h|n?|

h - h

Also: g nur in 0 komplex differenzierbar.

¢) h(x +iy) =sin (\/xz —|—y2> +i-0. Die CR-Dgl'en sind in z =0 und /22 + 32 = (k+ 1)«

erfiillt. Fiir z = 0 existiert der Differentialquotient

So =

— | =2 0.

i S0 |

z—0 z

wegen dem Betrag im sin nicht. In den anderen z-Werten ist h stetig partiell differenzierbar.
Also ist h in folgenden Punkten komplex differenzierbar:

{ze@‘ﬂkel: |z—(k+%)ﬂ}.

a) Unter Ausnutzung der CR-Dgl’en erhiilt man Bedingungen fiir die zwei partiellen Ableitungen
von v. Wenn man beide Ableitungen integriert, so ergibt sich als Bedingung:

e 4. Serie, Aufgabe 4)

vi(zy) = 30y —y’ -2y +di(a),
vaz,y) = 32y +da(y) .
Also ist, da w und die folgenden v stetig partiell differenzierbar sind, f analytisch mit den

folgenden vg:
va(z,y) =32’y —y* — 2y +d.

b) Es existiert kein geeignetes v, weil u nicht harmonisch ist:

Au=¢e"#0.

¢) Unter Ausnutzung der CR-Dgl’en erhilt man Bedingungen fiir die zwei partiellen Ableitungen
von v. Wenn man beide Ableitungen integriert, so ergibt sich als Bedingung:

vi(z,y) = sin(y)e” +di(z),
va(z,y) = sin(y)e” +da(y) .

Also ist, da u und die folgenden v stetig partiell differenzierbar sind, f analytisch mit den
folgenden vy:
va(@,y) = sin(y)e” +d.
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e 4. Serie, Aufgabe 6)

a)

Aus au + v = v folgt fiir die partiellen Ableitungen:

ou v
o + 5% = 0,
ou v
und mittels den CR-Dgl’en:
ou v
aa—x + ﬁ% =0 N
ou ov

Man betrachte die Determinante dieses Gleichungssystems fiir die partiellen Ableitungen von

u und v:
det(g ﬁa):—cﬁ—ﬁ?#o,

denn v und S kénnen nicht gleichzeitig Null werden (sonst wir auch v Null mit Widerspruch).

Daher:
Ou Ou Ov 0Ov

dr 9y  dr dy

Also fiir alle z: f/(z) = 0 und somit f = const.

Diesen Aufgabenteil kann man an dieser Stelle eigentlich noch nicht vollstdndig 16sen. Im
folgenden will ich nicht alle moglichen Félle betrachen, sie verlaufen analog wie die ausgefiihr-
ten.

Mittels partieller Ableitung und CR-Dgl’en kommt man wiederum auf ein Gleichungssystem,
fiir dessen Determinante folgendes gilt:

2cu 20v 42,2 10202
det(Qﬁv —2au> da“u” — 46°v° .

(o, B) # (0,0), weil sonst ja auch v = 0 (s.0.). Sei im folgenden sowohl o # 0 als auch
(6 # 0. Dann ist die Determinante nur an Nullstellen von f gleich Null. Wie wir in Kapitel 5
sehen werden, liegen diese Nullstellen isoliert und sind dann aus Stetigkeitsgriinden (Heine)
ohne Bedeutung, oder die Funktion ist auf einer Umgebung konstant Null, was nach dem 5.
Kapitel direkt bedeutet, dafi die Funktion identisch Null ist auf ganz € (s. Seite 43).

Wenn die Determinante also ungleich Null ist, so ergibt sich wieder:

Ou Ou Ov 0Ov

dr 9y dr dy

Also fiir alle z: f/(z) = 0 und somit f = const.

e 5. Serie, Aufgabe 6)
Ich halte mich bei dieser und bei der néichsten Aufgabe nicht an die Armbrust-Notation, sondern
nutze die Reckziegel-Vorgehensweise.

F total differenzierbar in (zg, yo) heifit:

F(z,y) = F(20,90) + D(zo,yo)F(x — 0,y — y0) + R(z,y)
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mit
ou ou
o oy R -
DpF = JpF = o Yip linear, stetig und (CL‘, y) (x,y)jo,yo) 0.
5, & |(z — 20,y — y0)|2
oz |p dy »

Unter Ausnutzung der CR-Dgl’en lafit sich dies auch so schreiben:
ou ov
ou T — o) — v _
F(z,y) = F(xo,y0) + 9z I(z0,y0) ( 0) Ox ‘(107740) (Y = o)

+ R(z,y) .
%’(xo,yo) ( —wo) + B2 ( (Y — o)

z0,Y0)

Wir wechseln nun von der IR?>-Schreibweise auf die in € mit komplexer Multiplikation:

0 .0
F(2) = f(z0) + (8—“ Hig ) (= = 20) + R(2)
mit R
R ey
|z — 2o
Daraus folgt:
f(z) = f(z0) _ [ Ou - Ov R(z)
R i—| |+ .
zZ— 2o or - or o zZ— 2y

R(z) z—=z0

el 0, gilt: fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so daf3

Zunichst: Da nach Voraussetzung
fiir alle z € Us(20)\{#0} folgende Aussagen #quivalent gelten:

R
' (2) ‘ - -
||z = 2ol
- IREI < e
Iz = zol| '
R
(2) ’ < .
zZ— 20
Also gilt auch:
R(z2) =z
Z— 20
Damit also: 5 5
i L) = f(z0) _ Ou ;v co .
z—zo z— 29 or 2 ox -
Also ist f komplex differenzierbar in zg.
e 5. Serie, Aufgabe 5)
Komplexe Differenzierbarkeit kann man wie folgt ausdriicken:
. R Z—Z
f(z) = f(z0) + dz (2 — 20) + R(2) mit . (22 °0
—Z0

und d,, = b,, + ic,, linear und stetig.

Wir wechseln von der Schreibweise in €' (mit komplexer Multiplikation) auf die in IR?:

b (r — 20) — C(z )(y—yo)
F(x’y) = F(x07y0 + ( (w0,y0) 0,40 + R(z,y) ,
) C(w0,50) (T = T0) + Dag o) (Y — ¥0) (=:9)
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wobei jetzt

R(z,y) (2,9)—=(w0,0)
— 0
(@ — 20,y — yo)||2
gilt mit der gleichen SchluBweise wie in Aufgabe 6).

Also konnen wir schreiben:

F(Ivy) = F(IOa ZIO) + D(mmyo)F(I — X0, Y — yO) + R('Ia y)

b —c
Dy yo) F' = ( ¢ b ) :

Also ist F differenzierbar in (g, yo)-

mit

Zu Kapitel 4

e 5. Serie, Aufgabe 2)
Es gilt:
sin(z) = sin (2)

(wie man sich an der Reihendarstellung klarmachen kann (Konjugation ist Kérperautomorphis-
mus, Partialsummenbetrachtung, Konjugation stetig)). Also:

/5;5@ -

¥ —

sin (%e—“) it dt =4 - eit) . %ieit dt

\ml:!
|
—h
&,
=]
—~
ol

B

= 4cos ( %z) — 4 cos (%z)

(bi) =0

I

= —4008(%
= 4cos( ) 4 co

s
2
0OS

e 5. Serie, Aufgabe 3,4)
a) ~(t) ist darstellbar durch stetig diﬂerenzierbares o(t) und 7(t) > 0: y(t) = r(t)e®®.

(Beweisskizze hiervon: Betrachte h(t f 2 dt und g(t) := e Oy (t). Dann ist ¢'(t) = 0,

also g(t) = const. = y(a). Geeignetes Ausschrelben von () = y(a)e® ergibt die obige
Darstellung.)
Dann A’(t)l =€) Also:

[v(®)
1 / 1
— | = — b (1) et
Q.—/Zdz /ei¢(t i¢' (t)e*?' dt

/¢ (6(8) - 6(a))

= arg(b) —arg(a)) .
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b) Sei p Jordankurve um Null in E. p sei ein Punkt auf der Spur von p. Sei weiterhin o eine
Kurve, die @ mit p verbindet. (Diese Kurve existiert, weil E ein Gebiet (Bemerkung: offen
und zusammenhéngend <= wegweise zusammenhéngend)). Sei

. 1 .
Y=~00 “opoo, W= — .

ol

Dann: ) ) )
/—dz:27ri+/—dz7é/—dz.

) = z z

Also: € nicht wohldefiniert.
Sei nun 2 nicht wohldefiniert. Dann existieren also Kurven v und 7, so dafl

/ldz;é/ldz.
z ] z

Die Kurven lassen sich durch Polygonziige annéhern. Wie in Abbildung 4.3 zu Satz 7,
Kapitel 4 kann man diese Polygonziige nun so vereinfachen, daf§ w und —w eine Jordan-
kurve bilden. Innerhalb dieser Jordankurve mufl nun eine Singularitéit liegen, sonst wéren
die Integrale doch gleich. Die einzige Singularitdt des Integranden ist aber Null. Also exi-
stiert eine Jordankurve um Null in E.

c) 2 sei wohldefiniert, d.h. 2 ist wegunabhéngig. Da also eine Stammfunktion von % existiert,
ist Q) stetig. Also ist auch
1(b) =1n|b| + i, + 2(b)
stetig und es gilt (wie gewiinscht):
—Q(b)
exp(In|b| 4 igg + i(dp — ¢g)) = |b] exp(igp) = b,
l(a) =Inlal + ide + i(Pg — @a) -
—_———
=0
1

Umgekehrt: Sei nun ein Zweig [ vorgegeben. Da I'(z) = -, besitzt % eine Stammfunktion.

Daher ist [ % dz wegunabhingig, somit ist 2 wohldefiniert.
w

e 6. Serie, Aufgabe 1)
a) Es gilt selbstverstéindlich:

/f(z)dz:Re /f(z)dz +¢Im /f(z)dz )

Andererseits gilt:

/f(z)dz = jf(lz(/tl)-l’(,idt_j(u(t)ﬂv(t))dt
- /u(t)dt+i7v(t)dt

Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt die Behauptung.
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b) Dieses Integral berechnet man folgendermafen:

T

/exp(cos(t)) -sin(t +sin(t)) dt =

0

e

e 6. Serie, Aufgabe 2)
Diese Integrale werden mittels Partialbruchzerlegung gelost. Die einzelnen Summanden berechnen
sich dann auf bekannnte Art sehr einfach.

a) Partialbruchzerlegung ergibt:

T

/Im( exp(cos(t)) - exp(i(t + sin(t)))) dt

/Im( exp(it) - exp(exp(it))) dt

0
™

Im exp(it) - exp(exp(it)) dt
/

Im —i/ewdw mit y=e", tel0,7]
8!
T (=i e[;1) =Tm (=i (£ = ¢))
1
e—=.
e

z+2  1-5 1 1+ 5i 1

22462410 2

311" 9 Z-3+i°

Mittels der Umlaufzahldefinition ergibt sich also:

z+2 1—-5¢ 1 14 5¢ 1
——dz = —dz + —dz
2246z +10 2 z—(341) 2 z—(3—1)
Ke(0) K(0) Kg(0)
1-—57 1+ 57
= 2mi 2L W(K(0), 3+ 1) + 2mi 2 W (K6 (0),3 — i)
= 2m.
b) Partialbruchzerlegung ergibt:
222 — 152+ 30 2 1

B 10:2432:-32 2-2  (z_d2’

Es ergibt sich daher:

/

K35(0)

222 152+ 30
2
23 — 1022 4+ 322 — 32

1 1
= 2 / Z—2d2+ / mdzj

K3(0) K3(0)
—_—
=0 (Cauchy-Integralsatz)

= 2. 2miW(K5(0),2)

= 4mi.
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e 6. Serie, Aufgabe 3)
a) Sei |f(z)] < M auf Us(z0)\{z0}. Mit € < § gilt:

f(2)dz| < M-27e =30, (%)
KE(ZO)

Mittels Cauchy-Integralsatz (Integration iiber Ringgebiete) ergibt sich fiir beliebiges &, wobei
(*%) noch zu zeigen ist:
(**)
JECL / I
¥

Da diese Gleichung fiir beliebiges ¢ gilt, ist das Integral iiber K.(zo) konstant. Wegen (x) gilt
daher auch (*x), was zu zeigen war.

b) Mittels Cauchy-Integralformel (Kapitel 5) ist diese Aufgabe trivial.

Ohne diese Formel wollen wir zeigen, daf szz beschréinkt ist auf U;(0); dann folgt, wie
eben bewiesen, dafl das zu berechnende Integral Null ist. Mit

sin(z) _Z+Zﬂ22k+l
24 2k +1)!

folgt die Beschrianktheit auf Uy (0) wie folgt:

sin(z) — (DR o
22 < 1+
z 1;1 (2k + 1)!
14 i ! =M<
- = (2k 4+ 1)!

e 6. Serie, Aufgabe 4)

a) Die Kurven 7o und ~; beriihren sich in den Punkten P := (—a,0) und @ := (a,0). Man wilhle
nun zwei geschlossene Wege (also Jordankurven) von P nach @ entlang von -y und zuriick
nach P entlang —v;. Da diese Wege die Null nicht einschlieflen, sind nach dem Cauchy-
Integralsatz (Ringgebiete) die Integrale lings dieser Wege Null. Addiert man nun die zwei
Jordankurven-Integrale, so sieht man, daf§ die Integrale lings ~y bzw. 71 gleich sind.

b) Bekannt ist:
1
/ —dz =2mi .
z

71
Andererseits gilt:

1
/%dz _ /27ra(— sin(27x)) + @b - 27w cos(2mx) i

acos(2mx) + ibsin(27x)

[

dx

9 / asin(2rx) —ibcos(2wx) acos(2mx) — ibsin(2wx)
—97 .
acos(2mx) + ibsin(2rz) acos(2mx) — ibsin(2wx)

(=)

=1

1
/ a® — b?) sin(27x) cos(2mx) — iab(cos? (27x) + sin?(27x))
a2 cos?(27x) 4 b2 sin?(27x)
0

—2m T .
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Ein Vergleich der Imaginérteile liefert also:

1
1

ab de=1.
/ a2 cos? (2mx) + b2 sin? (27x)
0

Mit der Substitution t = 2wz folgt die Behauptung;:

2

/ 1 ¢ — 2m
a2 cos2(t) + b2sin®(t)  ab’
0

e 6. Serie, Aufgabe 5)

a) Gébe es ein tg mit v(¢o) = 0, so miifite entweder ~; (tp) = 0 oder v2(t9) = 0 sein. Also wiirde
eine der beiden Kurven — entgegen der Voraussetzung — doch durch Null laufen.

P L (70, [ A0+ m0m
W) = oo [ e g [T L RO OO,
0 0

= W(n;0) + W(y2;0) .

b) Definiere Q(2) := ay, +Z?:_01 a;z"J. Es gilt: Q ist stetig und Q(0) = a,, # 0. Daher existiert
ein ¢, so daf fir z € U.(0): |Q(z)| > @ Sei R > 1 (also fiir |2| > R gelte: ﬁ < ¢). Dann
gilt fiir |z| > R:

PG| = 2" |an+ D a2 "
=0

= |2 an+zaj )" > rrlfnl s (B.3)

Also gilt fiir z € K,(0) mit » > R: |P(z)| > 0, die Kurve P o K,.(0) lduft also nicht durch
Null.

Seien nun v; und ~, die Kurven aus dem Tip. Es gilt: P o Kr(0) = 73 - 2. Daher natiirlich
W(P o Kg(0),0) = W(71;0) + W(72;0) .
Berechne also die beiden rechten Umlaufzahlen:

1 1 1 nz" 1 n 1
W 0)= — [ ~de= — dz = - Zdz=n.
(n:0) = 5.3 / YT omi / o T o / PRl

71 Kr(0) Kr(0)

Zu W (~2;0):

ausklammern

n—1 "251
1 [1 >0 @;(J — n)zﬂ
— [ —dz| = dz
2wy ) =z 2r an + Z ajzg n

Y2
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1 / Y ai (G —n)2
= — dz
27 P(z) -z

OBdA. R > 1. Dann gilt fiir den Integranden I(z) auf K(0) mittels Glg. (B.3):

2"~ Y02 fagl(n — 5) 2
1 < J= < U(n — ) .

Also:

1 1 2 R
L Zdsl < 2 ) s —00 .
o B SOy
72 7=0
Daher: W(P o Kg(0);0) =n+0=n.
¢) P sei ein nichtkonstantes Polynom mit grad(P) = n > 1. Also:

W(P o Kr(0);0) =n.

Annahme: P hat keine Nullstelle in €'. Dann ist ];((ZZ)) analytisch auf ganz €. Also:
1 1 1 P'(z) , Cauchy-Integralsatz
W(Po Kgr(0);0) = — —dz=— d =
(Po Kr(0);0) = 5. / YT omi P(z) ¢
PoK z(0) Kr(0)

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zu (B.4).

Zu Kapitel 5

e 7. Serie, Aufgabe 1)
a)

> " . 1 f(z)
f(Z) = Z an(z — a) mit Ay = 2—7” / m dz .
=0 K. (a)
Also: ol
1 z—al|=r M
ol < = e |, T M
27 zeK,(a) | (z — a)* ! rn

b) Da die Funktion auf ganz €' analytisch, ist der Konvergenzradius R = co. Also:

T—00
—

M
VYn>1: |a,| < — 0,
Tn
also fiir n € IN: a,, = 0. Fiir n = 0 gilt: |ag| < TMO = M. Also:

f(2) = ap(z — a)°® = ag = const .
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e 7. Serie, Aufgabe 3)

a)

Sei f(z) = 0 fiir alle z € G. Daher
M={zeG|f(z)=0}=G.

Nach der Definition eines Hiufungspunktes ist jedes zy € G ein Haufungspunkt von M in G.

Besitze nun M einen Hiaufungspunkt in G. Also existiert Folge (zx) mit 2 € M, 2 # a und

lim zx, = a. Fiir die Koeffizienten der Taylorreihe gilt: a,, = &,(a) Induktion iiber n: Fiir

n
n = 0 gilt, weil f stetig,

0 = lim f(¢) = f(a) = ao -
=0

0,...,n = n+ 1: Wenn bereits die ersten n Koeffizienten Null sind, gilt fiir die Taylorent-

wicklung;:
o0

o= Y ajz—ay.
j=n-+1
Also:
0= f(Zk) = G,n+1(2k — a)"+1 + an+2(2k — a)"+2 + ...

Nach Division durch (z — a)"*! (# 0) ergibt sich:

0=ani1+ anya(zp —a) +anis(zr —a)® + ... =ans1 + (2 — a)g(z) ,
wobei ¢ in a stetig ist. Fiir k& — oo gilt also: a,41 = 0. Damit also fiir alle n € INy:
™ (a) = 0.

Sei nun fiir ein a und alle n € INg: f(™(a) = 0 (d. h. f hat eine Nullstelle der Ordnung oo in
a € G). Definiere

N = ﬂ{z€G|i(2(z)=O}.

nelN stetig

Da die einzelnen Mengen abgeschlossen sind (iiber stetige Gleichungen definiert) und Schnitte
beliebig vieler abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen sind, ist N abgeschlossen. IV ist
auch offen: Sei z; € N:

jZO

F2) = aj(z—2) "= 0
j=0

auf einer Umgebung, daher ist fU) = 0 auf dieser Umgebung. Weiter ist a € N nach Vor-
aussetzung. Da G zusammenhéngend: N = G, und somit f = 0.

f — g ist analytisch (da f und g analytisch). Also hat:
M={zeG|(f-g)(z) =0}

nach Voraussetzung einen Hiufungspunkt in G. Also gilt nach obigen Aquivalenzen fiir alle
z€G: (f—g)(z)=0. Also: f =g.
Der Trick hier besteht darin, dal der Haufungspunkt nicht im Definitionsbereich liegen darf.
Beispiel:

f:€"—C; zr—sin(l).
Es gilt bei diesem Beispiel: f(z) =0 < 2z, = # Also:

lim z, =0
n—oo

ist Haufungspunkt, aber nicht im Definitionsbereich.



B. Losungen 110

e 7. Serie, Aufgabe 5)

a) Sei y(t) = a+re' (t € [0,2n]). Dann liegt v in G nach Voraussetzung. Also:

_ 1 [ ()
fla) = 2mi z—adz
Rl
. it
= L —f(a—i—‘re ) -riett dt
2mi J a+rett —a
0
2m
— i/f( + it)dt
= 3 a+re :
0
b) Sei Us(a) € G und r < €. Dann gilt:
1 2
f@ < o [Ifarelde < max |7(:)
0
1 2m
< — _ ,
< o [l =fa)
0

Also miissen die Integrale sogar gleich sein. Da die Integranden stetig sind, ergibt sich (wenn
man die Integranden unter ein Integral bringt (und zwar so, dafi der Integrand > 0 ist)):
|7 (2)] = |f(a)]. Also, da dies fiir alle r < ¢ gilt und aus der Konstanz des Betrages analytischer
Funktionen ja bereits die Konstanz der Funktion selbst folgt: f|y_(q) = const. Nach dem
Identitétssatz gilt daher: f = const auf ganz G.

¢) Besitzt f in U, (a) keine Nullstelle, so ist g(z) = ﬁ in einer Umgebung in U, (a) holomorph,

denn:
Fmal=r: 0<|f@] < min [fG)IS IR = £E)£0.
Es gilt:
1 2m
sl < 5 [loasrelde < max |gz)
0
=4 L< max ! = L
Tl = 2 G T i (G

|z—al=r

— If@]> min [f()].

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also mufl f doch in U,.(a) eine Nullstelle haben.
e 7. Serie, Aufgabe 6)
Gebiet heifit: zusammenhingend und offen.

Zusammenhang von f(G): f analytisch, also f stetig. Da G zusammenhéngt, folgt somit!, daf
f(G) ebenfalls zusammenhéngend ist.

Offenheit von f(G): Sei wg € f(G) und f(z9) = wy. 2o sei einzige wo—Stelle in der abgeschlossenen
Menge U, (z0). Die Menge K, (zo) ist kompakt, wéhle eg so, daBl | f(z) —wo| > 3eg > 0 auf K,.(20).

Isiche Analysis I11, 12.14 und Aufgabe 182).
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Behauptung: U, (wg) C f(G).

Sei w € Ug,(wp), also: |w — wp| < g9 und weiter sei |z — zp| = r. Dann gilt:

1/(2) — wl

|f(2) = wo = (w = wo)| = [f(2) = wol| — [w — w

> 3eg—€e9=2¢.

Mit z = zg gilt:
f(20) — w| = wo —w| <o .
Also ergibt sich:
[f(20) —w| < min [f(2) —w].

|z—z0|=r
Also mit Aufgabe 5¢): f(z) — w hat mindestens eine Nullstelle in U,.(zg). Somit existiert ein Z in
U, (20), so dal f(2) = w. Also: U, (wo) C f(G). Das heifit: f(G) ist offen.

e 8. Serie, Aufgabe 1)
Sei a_j, # 0 und

F2)=Y anlz—z)"
n=—k
Dabher gilt:
(z—20)*f(2) = Z an(z — 20)Ft" = Z an—(z — 20)" =: g(2)
n=—k n=0

mit g(z0) = a_x # 0 und g analytisch auf U,.(zp), da Potenzreihe.

Sei nun g(zg) # 0, g analytisch, also insbesondere stetig. Daher existiert eine Umgebung U mit
U C U,(20), so daB é analytisch. Somit ist auch h(z) := f(lz) = (Zg_(zz"))k (letzte Gleichheit nach
Definition von g¢) analytisch und hat eine isolierte Nullstelle der Ordnung k in zg.

Sei nun h(z) = (2 — 20)*¥§(2) (20 Nullstelle der Ordnung k, §(z0) # 0). Also nach der Definition

von h (h = %) (z —20)kf(2) = g(lz). Da g stetig, existiert der Grenzwert:
lim (z — 20)*f(2) = lim ; = — ! #0.
270 ==z §(z)  g(20)

bereits ana-
(z) auf ganz

Existiere also nun der Grenzwert lim, .., (z — z0)*f(z) in € \{0}. Da (2 — z9)* f(
lytisch auf U, (20)\{z0}, 148t sich mittels dieses Grenzwertes die Funktion (z — 2¢)
U, (zp) analytisch fortsetzen, also auch taylorentwickeln:

2)
bf

(z—20)*f(2) = an(z —z0)", by #0.
n=0

Daher gilt also mit a,, := b, 1 auf U, (z0)\{z0}:

oo

f(z)= an(z - ZO)"*’c = Z an(z — 20)",
n=0

n=—k

wobei a_j = by # 0.
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e 8. Serie, Aufgabe 2)

Mittels Partialbruchzerlegung erhélt man
1 11 1 1 1 1
& =iy~ 273 7x1 76 722
Fiir |z| < 1 gilt:
1 1 >
1= 1 = (=1)"=2".
Z+ - (_ ) n=0
Fiir |z| > 1 gilt:
1 1 1 1 1 —
fr— z = —-— 1 ———-w0 = — —]_ n -n .
4l 1+L 2 1o (0D 2. (-
z n=0
Fiir |z| < 2 gilt:
1 1 L= /1"
a2 (3)
z—=2 —2(1-%) 2 =~ \2
Fiir |z] > 2 gilt:
1 11 1 —
— . i 211 —-n
z—2 z 1-— % z nzz:o i

a)
= 26w ()

analytischer Teil

Hauptteil

b)
Sr e (56) )

analytischer Teil

Hauptteil

)
—1 n+2
fe) =gtz 3 (G) + (—1)"+1> :

n=-—oo

Hauptteil

e 8. Serie, Aufgabe 3)

a)

flz)=exp (1) =1+ Z

m=—0o0

Also: zg = 0 ist wesentliche Singularitét
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b)

_ 1 — (=1)n*! 1
S (1 - z) =2 ((Zn—)l—l)' (z — 1)2n+l
n=0 ’
Also: zp = 1 ist wesentliche Singularitét.

¢) Nach Aufgabe 1d) betrachte h(z) =1 —e*. h hat in 27i eine Nullstelle 1. Ordnung (da8 dies

Nullstelle 1. Ordnung ist, liest man aus h'(27i) # 0 ab). Also: zg = 2mi ist Pol 1. Ordnung.
d) Nach Aufgabe 1d) betrachte h(z) = sin(z) — cos(z). h hat in 7 eine Nullstelle 1. Ordnung
(W'(%) #0). Also: zg = 7 ist Pol erster Ordnung.

e 8. Serie, Aufgabe 4)
Die Funktionen lassen sich wegen ihren Polen bzw. Nullstellen wie folgt schreiben:

f(z) = (z=20)""q1(2)
9(2) (z—20)""g2(2) ,
h(z) = (z—20)Pg5(2)
mit analytischen g; und g;(zo) # 0.
f+¢g: Sei n < m Dann:

f(2) +9(2) = (2 = 20)"™(91(2) + (2 = 20)™ " 92(2))

mit g1(2) + (2 — 20)™ "g2(2) analytisch und # 0 in zy. Der Fall m < n geht genauso, fiir m =n
konnen wir keine Aussage treffen, weil wir nicht wissen, ob vielleicht g;(29) + g2(20) = 0. Also:
f + g besitzt in zg einen Pol der Ordnung max{m,n}, falls m # n.

f + h: Es gilt:

F(2) + h(z) = (2 = 20) ™ (g1(2) + (2 = 20)" " g2(2)) -
Also: Pol der Ordnung m.
[y
F(2)-9(2) = (z = 20) "™ (g1(2) - 92(2)) -
Also: Pol der Ordnung m + n.
f-h
f(2) h(z) = (z = 20)" " (91(2) - g3(2)) -

Also: Fiir p—m > 0 ist zp hebbare Singularitdt und Nullstelle der Ordnung p —m. Fiir p—m < 0
ist zg Pol der Ordnung m — p.
fla:

f(Z) — (Z _ Zo)nfmgl(z) )

9(2) 92(2)
Also: Fiir n—m > 0 ist zg hebbare Singularitdt und Nullstelle der Ordnung n —m. Firn—m < 0
ist zg Pol der Ordnung m — n.

1 /b .
(e ayonep8(2)
N = e

Also: Pol der Ordnung n + p.
" h(z) (2)
z g3(z
L = (2 — )Pt L
IO E
Also: Hebbare Singularitéit und Nullstelle der Ordnung p + n.
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e 8. Serie, Aufgabe 5)
Mit f hat auch f := (z — 29)" f eine wesentliche Singularitéit in zo. Es gilt (M (f,r) ist M(r) fiir
die Funktion f): M(f,r) = r¥ . M(f,r). Daher braucht nur

lin(l)M(f,r):oo

gezeigt zu werden.
Annahme:
linéM(f,r) # 00,

d.h. es existiert eine Folge (r;,) mit limr, = 0, aber liminf M(f,r,) = ¢ < oo, also oBdA.
lim M (f,r,) = c¢. Daher:

dngeIN : VYn>mng: M(f,rn,) <c+1.

Somit gilt fiir alle k € IN_, n > ng:

lag] < 1 / Ld};

(z — zp)kH1
Tn (ZO)

rn - max |f(2)]- Tf(kJrl)
|z—z0|="Tn

IN

< (e+1)-r,"

Also fiir alle K € IN_ und r, — 0: a; = 0. Damit ist zg aber keine wesentliche Singularitét, also
ein Widerspruch.

e 8. Serie, Aufgabe 6)

Sei W Umgebung von c¢. Nach Casorati-Weierstraf$l ist f(Us(z0)\{z0}) dicht in €. Also existiert
ein 21 € Us(20)\{z0} mit wy = f(z1) € W. Da f holomorph, insbesondere stetig ist, existiert
Umgebung U; von z1 und Wy C W von wy, so daB f (Ul) = W1 (Gleichheit wegen Gebietstreue
erreichbar). Wihle U1 so, daf U1 C Us, (z1) C U mit 01 < [z1—20] zol . Weiterhin existiert Umgebung
Uy von z mit Uy C U1, wobei U; natiirlich kompakt ist. Es gllt f(Uy) C f(Ul) C W;.

Nach Casorati-Weierstra$ ist nun wiederum f(Us, (20)\{20}) dicht in €. Also existiert natiirlich
auch ein 23 € Us, (20)\{z0} mit wz = f(22) € f(U1)°. Da f immer noch holomorph, insbesondere
stetig ist, existiert Umgebung U2 von zo und W5 von N wa, SO daB Wy = f ([72) C f(U1)° (Gleichheit
wegen Gebietstreue erreichbar). Wihle U2 so, daf3 U2 C Us,(z2) C U mit 65 < lz2—=| le . Weiterhin
existiert Umgebung Us von zo mit U, C Ug, wobei U, natiirlich kompakt ist. Es gllt

f(U2) CW2 C f(Th)° C f(Th) WL CW .

Mittels Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man also Umgebungen U, mit U,, kompakt und
paarweise disjunkt. Weiter gilt: f(U,+1) C f(U,), wobei die f(U;) kompakt sind, da f stetig.
Wegen dieser Eigenschaften gilt: Es existiert ein a mit

ac () fTU) cW

und daher existieren u,, € U,, mit f(u,) = a und alle u,, verschieden (die U,, waren ja paarweise
disjunkt). Also wird @ von f unendlich oft angenommen.
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e 9. Serie, Aufgabe 1)
Vorab: Fiir R > 0 gilt:

1 1 1 —
20 €UL(O\{0} <= 0<|2| < 5 <= — >R <= — € C\Ug(0).
R R ‘Zo| 20

Daher sind

U4 (0\{0} — €\TR(0)

und die Umkehrung:

L O\TR(0) — U (0)\{0}

holomorph auf ihren Definitionsgebieten.

a) Sei zuniichst co isolierte Singularitit, d. h. 0 isolierte Singularitit von f (%) Daher ist f mit

f<z>=fo<1o1>= (1) o 1
z z z P

~—— ~~
holomorph in U4 (0)\{0} holomorph

holomorph auf €' \Ug(0).
Sei nun f(z) holomorph auf € \Ug(0). Dann ist auch

holomorph, also 0 isolierte Singularitit von f (%)

Da f analytisch auf €', gilt fiir z € C':

f(z)= Z anz™ .
n=0

Damit gilt fiir z € €' \{0}:

[e%s) —1
f(%):Zanzinzao—i— Z a_mz™ .
n=0

m=—o0

Also: f (%) hat hebbare Singularitéit in 0: a,, = 0 fiir alle n > 1. Dies gilt genau, wenn
f(2) = ag = const.

f (%) hat Polstelle k-ter Ordnung in 0: a,, = 0 fiir n > k, ap # 0. Dies gilt genau, wenn f
Polynom vom Grade k ist.

f (%) hat wesentliche Singularitét in 0: unendlich viele a,, # 0. Dies gilt genau, wenn f kein
Polynom ist.

e 9. Serie, Aufgabe 2)

2)
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ergibt einmal differenziert:
o0

n=0

Daher gilt im angegebenen Gebiet:

(o) = (i) =Emen(222)’

Z—Z0

b) Die geometrische Reihe (k — 1)-mal differenziert ergibt:

:i(n+k—1)~(n+k—2)~...-(n+1)z"

n=0

1
(1—2)*

(k—1)-(k—=2)-...-1-
Daher im angegebenen Gebiet:

< : )k_( 11>k_(k_l1)1g%(ank—l)'(n+k—2)~....(n+1).z

z—1 - =
z

e* 1 e 1 > 22 >~ .
1) = 20 _1):?1_1:<Z py )(;Z )

z z n=0
Cauchy Produkt <= s 2°7 -1
auchy—lrodu —(n—k) _ ~ —n+2k—2
= D2 =t
n=0 k=0 n=0 k=0
_ = 1 m
= XX g
m=—o00 n>k>0

p— mtn42
= 2

e 9. Serie, Aufgabe 3)
Definiere:

h@) = 2m §—z ’

fz) = 271'2 { — z

Diese Funktionen f; sind auf E; analytisch und es gilt nach der Cauchy-Integralformel (analog
wie im Beweis zur Laurentreihenentwicklung):

f(z) = f1(2) + f2(2) -
f2 ist auch analytisch in oo, denn dieses f5 ist dort durch 0 fortsetzbar:

HGI

271' teye [€— 2]

[f2(2)] <

< 2_1(72) rréax|f( )|m

= 0 (mit dist(q, A) := inf{d(p,q) | p€ A}).
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Zur Eindeutigkeit: Sei f = fi + fo = f1 + fo. Dann gilt
A-f=Ff-f

und damit kann man eine auf ganz 0, analytische Funktion g definieren:

S h z€kB wohldefiniert
9 {fQ—f2 2 € By U{oo) '

Nach Aufgabe 1b), 9. Serie, Seite 115, ist daher g = const. Also:

fi = fi+const,

fo = fo—const.

e 9. Serie, Aufgabe 6)
Zunéchst: Sei G C € Gebiet, beschrinkt. h : G — €' holomorph und auf G stetig, nicht
konstant. Da G kompakt und |h| stetig, wird das Maximum angenommen, d. h.

JzeG: VEEG: |hE)| < |h(2)] -

Nach dem Maximumsprinzip ist h konstant oder z ¢ G. Daher: z € 9G. Also wird das Maximum
analytischer Funktionen auf dem Rand von kompakten Mengen angenommen.

a) Definiere g(z) := @ fir z € U1(0)\{0} und ¢(0) := f'(0). Da f(0) = 0 ist g holomorph auf
U1(0), z.B. in 0:

2!

f'(z)z— f(2) I'Hospital 0 ec .

1 T
g(o)_lli% 22

Da |f(z)] < 1, gilt fiir 0 < r < 1:

l9(2)] < -
max z - .
z€K,(0) g oor

Daher nach den Vorbetrachtungen: |g(z)| < 1 fiir alle z € U,(0) (wobei 0 < r < 1). Mit
r — 1 erhilt man also: [g(z)] < 1 fiir alle z € U;(0). Also nach der Definition von g¢:

[f(2)] < [2] und [g(0)] = [/(0)] < L.

b) Es gebe also ein zg € U1(0)\{0} mit |f(z0)| = |20| oder |f'(0)] = 1. Daher ist |g(0)] = 1 oder
lg(z0)] = 1. Also wird das Maximum von ¢ im Inneren von U;(0) angenommen. Nach den
Vorbetrachtungen ist dann g konstant. Also: f(z) = a -z mit |a| = 1 fiir alle z € U;(0).

Zu Kapitel 6

e 9. Serie, Aufgabe 5)

a) 1—cos(z) hat bei 0 Nullstelle 2. Ordnung (betrachte Reihe). Also hat 1_27(?(” Pol 1. Ordnung.

Dabher: ) ) () )
Y — CO8(Z) zweimal I'Hospital .. ~cOs(z) 1
Res(f,0) = ;136 — = zhi% 5 = 35-
b) Pol 3. Ordnung bei z = —1. Also:
1 d? 1
—1)= lim ———=22=--2=1.
Res(f,=1) = lm 5957 =3
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¢) Pol 2. Ordnung bei z = 1. Also:

od o
Res(f,l):il_)rri%e =e.

e 10. Serie, Aufgabe 1)
a) f(z) hat in z = kx Pol 1. Ordnung, also:

. (z—kn) . 1 &
Res(f, k) kn sin(z) i cos(z) (=1)
b) f(z) hat in z =1 Pol 1. Ordnung, also:
. z
Res(f71) = ;1_}1111 (2_72)2 =1.
f(2) hat in z = 2 Pol 2. Ordnung, somit:
d -1)—
Res(f,2) = lim — ©  —lim ==z =-1.

—2dzz—1 252 (2—1)2

c) Es gilt:
1
Iz —1)k

| —

also: Res(f,1) =1.

f2) =3
k=0

d) f(z) hat in z = 2kmi einen Pol 1. Ordnung, also:

o

=—1.

Res(f,2kmi) = lim M: lim

z—2kmi 1—e* z—2kmi —e?

e 10. Serie, Aufgabe 2)

2)
/ gdz = 2miRes (£,0) = 2mi .
K1(0)
b)
/() P S IAC),
/ (z—2z1) .- (2 —z1) dz_2m;j1:[1 (zi — )
K, (0) i

e 10. Serie, Aufgabe 3)

2)

™ T

/67 ds — / eXp(M" eXP(Z ))7/7” eXp(zt) dt = Z-/ezrcos(t)efrsm(t) dt .

rexp(it)
r 0
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Damit folgt:

™
|I(7“)| — /ez’r cos(t)e—r sin(t) dt
0
i
< / eir cos(t) ef'rsin(t) dt
0 S~
=1
3
— 9. /e—rsm(t) dt
0
L <sin(®) 3
te[0, %] .
< 2. /677 dt
0
4 o 3
= ——e
r 0
= _4 (e*’“% — 1) —Z%
r

Zur benutzten Abschitzung: Zwischen 0 und % steigt die Funktion g(t) := sin(t) % monoton,

t)—
zwischen % und % fillt sie monoton. Da ¢(0) = 0 und g (§) > 0 ist g([0, 5]) € R4 U {0}.

Also gilt unsere Abschitzung.
b)

[1(r) — il = i | (exp(irexp(it)) — 1) dt

o\

‘E1A)71|S|w‘e\1u\

/ lir exp(it)| exp(|ir exp(it)|) dt
= /rert:m'eTT;OO.
0

Zum Beweis von |e¥ — 1| < |wlel®!:

=1 =1
w _ S aan _ o
le® — 1] = Zn!w 1] = Zn!w
n=0 n=1
oo oo
1 1
< —lw|” = |w[- ) ———[w["
;n! HZZO(TH—I)!
11
(n+1) I =n!
+1§ |w|e|“"

e 10. Serie, Aufgabe 4)
% ist analytisch fiir z # 0. 0 € ext(v) fiir die angegebene Kurve 7. Daher gilt nach dem Cauchy-

Integralsatz:

e
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Fiir den linken reellen Integralweg gilt:

—& it —& —&
¢ t in(t
%dt - cos(t) dt+z’/smt()dt
—R “R N—— “Rr N——
ungerade gerade
R R
_ _/ cos(t) dt+i/ sin(t) it
t t
g >
und fiir den rechten reellen Integralweg:
R R R
v t t
[Ga= [ [0

-R € ~T-(0) T'r(0)
R
4
— 21/ SH;( ) gt — —I(R) + I(¢)
€
R
in(t
= 2¢ lim sin(t) dt =i
Ao ¢
o0
N /sm(t) g
t 2
0

e 10. Serie, Aufgabe 5)
a) Wihle g(z) = 2% — 42° = 25(2 — 4). g hat in U;(0) 5 Nullstellen.

|22 =1 < [ +] =1

|z\::1 9 <3 \z\zzl ||26| _

l9(2) = f(2)]
412°| < [2° = 42°| = g(2)] -

Nach dem Satz von Rouché hat f daher ebenfalls 5 Nullstellen auf U (0).

Zuerst: Wieviele Nullstellen hat f in Uz(0)? Wihle g(z) = 2%. g hat 4 Nullstellen in Us(0).
Es gilt:

() = 9(2)| = bz =1 < 5l2f +1 "7 11 <16 "7 [2f* = g =)
Nach Rouché hat also auch f 4 Nullstellen in Us(0).
Nun: Wieviele Nullstellen hat f in U;(0)? Wihle g(z) = 2% —52z = 2(2®—5). g hat 1 Nullstelle
in U1(0). Es gilt:

£(2) —g(z)| =1 < 4 "L 1z = 5]z)| < |24 — 52| = |g(2)] .

Nach Rouché hat also auch f 1 Nullstelle in U;(0). Weiterhin hat f keine Nullstelle auf
K1(0), denn sonst wére dort eben nicht die Bedingung |g(z) — f(2)| < |g(z)| erfiillt gewesen.

Daraus ergibt sich nun: f hat in Kj 2(0) = U2(0)\U1(0) genau 4 — 1 = 3 Nullstellen.
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Lésung zu den restlichen Aufgaben (alle Themen)

e Aufgabe 1)
Sei p Polynom mit grad(p) > 1.

Annahme: p(z) # 0 fur alle z € C'.
Also ist die Funktion f(z) = pl eine auf ganz € analytische Funktion. Fiir Polynome gilt (mit

(2)

geeigneten M, R): |p(z)| > M -|z|™, falls |z| > R. Daher fiir |z| > R:

1 1
< < .
= Mz|" = M- Rr

() = \Z%

Fiir |z] < R: Auf Ug(0) ist | f(2)| beschrinkt, weil wegen der Stetigkeit von f und der Kompaktheit
von Ur(0) das Maximum angenommen wird.

Also ist f auch auf ganz €' beschriinkt; auflerhalb von Ug(0) ist ja ﬁ Schranke. Nach Liouville

folgt: f = const. Daher: p(z) = const mit Widerspruch zu grad(p) > 1.

e Aufgabe 2)
Fall 1: g(z) hat in 0 hebbare Singularitét. Dann ist f konstant.

Fall 2: g(z) hat in 0 wesentliche Singularitit. Dann folgt mit dem Satz von Picard gerade, dafl

HONF(C)) < 1.

Fall 3: g(2z) hat in 0 einen Pol. Dann ist f ein Polynom vom Grad n > 1 (vgl. Aufgabe 1, Serie 9).
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist f dann surjektiv (denn: sei ¢ € €' : bilde p(z) —c = 0).
Also: #(C'\f(C)) = 0.

e Aufgabe 3)
Fall 1: p(z) = z™: fertig (wéhle einfach ein z € Kr(0)).
Fall 2: Annahme:
Vze Kgr(0): |p(z)] < R™.
Sei
9(2) = an_12" 1 + .. +ag und flz)=-=2".
Auf K(0) gilt dann:
l9(2) = (=2")| = Ip(2)| < R" = | = 2"| .
Nach dem Satz von Rouché hat g also in Ur(0) n Nullstellen. Dies ist ein Widerspruch, da g genau
n — 1 Nullstellen (den Vielfachheiten geméf gezdhlt) hat.

e Aufgabe 4)
Sei

o0
g(z) = Z anz" .
n=—oo
Dann gilt:
o0
g'(z) = Z n-an 2"t

n=—oo
=bn—1

Also: b_1 =0-a9 =0.
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Weiter h(z) := exp(g(z)). Dann gilt:

0 = 2mRes(q,0) = / g (z)dz
K:(0)
h#£0 9'(z)-h(z) , / h'(z)
N C I TR
K. (0) K. (0)

Unter der Annahme, in 0 befinde sich ein Pol oder eine durch 0 hebbare Singularitéit, ergibt
sich mittels Argumentprinzip, daf§ die Zahl der Nullstellen (nach Vielfachheiten gezéhlt) von h
in U.(0) gleich der Zahl der Polstellen (nach Ordnungen gezéhlt) von h in U.(0) ist. Also hat h
in 0 einen Pol k-ter Ordnung genau dann, wenn h in 0 eine Nullstelle k-ter Ordnung hat, denn
andere z € U.(0) kommen offensichtlich nicht fiir Nullstellen und Pole in Frage. i kann aber nicht
gleichzeitig einen Pol und eine Nullstelle in 0 haben, daher hat h weder Pol noch Nullstelle in 0.



C. Ergdnzungen

In diesem Kapitel ergéinze ich ein paar Dinge, bei denen Prof. Armbrust nur auf die entsprechende
Literatur verwiesen hat. Die Seitenzahlen von Prof. Armbrust stimmen auflagenbedingt nicht immer
mit denen iiberein, auf denen ich das Stichwort gefunden habe, aber das ist ja ein bekanntes Phénomen.

Wie zu erwarten war, ersieht man aus diesen Lehrbiichern, dafl man die Funktionentheorie deutlich
formaler aufziehen kann; fiir einen Uberblick hat Prof. Armbrust aber gesorgt.

Fiir die Zusammenstellung dieses Kapitels brauchte ich leider drei Semester. Ich bedauere dies sehr;
der einzige Vorteil, der aus der Verspidtung entstand, ist der, dafl ich aus dem Reckziegel-Skript zur
Differentialgeometrie zitieren kann. ..

Nun zu den einzelnen Ergénzungen:

C.1 Der Weierstral3’sche Konvergenzsatz

In 3.1 auf Seite 18 gab Prof. Armbrust einen Satz an (Satz 3), dessen Sinn mir bis heute verborgen
geblieben ist. Die Aussage ist zwar ohne Zweifel korrekt, nur kann man sie nicht einfach auf einen
reellen Beweis zuriickfithren. Weiterhin ist die entspechende reelle Aussage viel eingeschriinkter als die
komplexe (das ist der Weierstrafy’sche Konvergenzsatz (s.u.)), denn im Reellen mufl man fordern, dafl
die Folge der Ableitungen f/, gegen eine Funktion g gleichméBig konvergiert, im Komplexen ist dies
nicht notig. Also ist mir nicht klar, warum dies in Satz 3 dennoch gefordert wird, denn der reelle Beweis
ist ja nicht tibertragbar.

Die Aussage, die wir in 3.1 benétigen, ist lediglich das Korollar fiir die Potenzreihe, das wir bei Prof.
Reckziegel ja bewiesen haben. Alles Weitere baut nur auf diesem Korollar auf; wir machen also kei-
nen Zirkelschlu;, wenn wir nun Aussagen aus spiteren Kapiteln zum Beweis des Weierstrafi’schen
Konvergenzsatzes benutzen. Weiterhin ist die Richtigkeit des Weierstrafi’schen Konvergenzsatzes so-
fort anschaulich klar, wenn man bedenkt, dafl jede analytische Funktion in eine Potenzreihe auf einer
Umgebung entwickelbar ist, und fiir Potenzreihen haben wir ja den Satz bei Prof. Reckziegel bewiesen.

Dies wére natiirlich schon eine erste Beweisidee. Wir wéhlen allerdings eine andere, auch weil diese
Potenzreihen-Idee sich formal schwerer packen 148t als die, der wir folgen wollen. Fiir diese benttigen
wir zunéchst eine

Definition: Eine Funktionenfolge (f,,), deren Funktionen f,, auf einem Gebiet G definiert sind, konver-
giert auf dem Gebiet G kompakt gegen eine Funktion F', wenn fiir jede kompakte Teilmenge
K C G die Konvergenz von f,, gegen F' auf K gleichméfig ist.

Haufig wird diese kompakte Konvergenz auch als gleichmdfige Konvergenz im Inneren
von G bezeichnet.

Bei Autoren, die diesen Konvergenzbegriff mit gleichmdf$iger Konvergenz im Inneren von G bezeichnen,
mufl man aufpassen, dies nicht mit gleichmafiger Konvergenz auf G zu verwechseln.

MCMXCVII © by Uwe Miinch
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Beispiel: Die Folge f,(z) = z™ konvergiert in |z| < r < 1 gleichméBig gegen die Grenzfunktion F' = 0.

Auf Uy (0) konvergiert diese Folge (f,,) zwar kompakt gegen F', aber keinesfalls gleichmifig.

Nun zu unserem Konvergenzsatz:

Weierstraf3’scher Konvergenzsatz: Die Folge (f,,) von auf G definierten Funktionen f,, sei kompakt

Beweis:

konvergent auf G. Alle Funktionen f,, seien auflerdem in G analytisch. Dann ist dort auch

F= lim f,

n—oo

analytisch. Weiterhin darf man daher beliebig oft differenzieren und es gilt:

F®) = lim [

n—oo

(man darf also einfach glied- oder komponentenweise differenzieren) und lim fflk) konvergiert
kompakt auf G gegen F*).

Zuerst ist zu beweisen, dafl F' analytisch ist: Sei zp € G und zp # oo. U sei eine Umgebung
um zp, deren topologischer Abschlu noch in G liegt (im folgenden kann dann oBdA. U als
kompakte Teilmenge von G angesehen werden (evtl. Verkleinern oder Beschrinkung durch
geschlossene Kurve). Entsprechend kénnen wir statt von kompakter Konvergenz direkt von
gleichméBiger Konvergenz sprechen). Dann ist nach dem 1. Vererbungssatz! wegen der Ste-
tigkeit der f, auch F' stetig in U (und daher lings einer Kurve + integrabel). Ferner ist fiir
jede geschlossene Kurve ~ in U:

/F(z) dz= lim [ fo(2)dz=0,

n—oo

ol ol

und zwar gilt die erste Gleichung wegen der Vertauschbarkeit von Integral (die Integralabbil-
dung ist linear und daher glm. stetig) und gleichméBiger Konvergenz? und die zweite wegen
des Cauchy-Integralsatzes. Nach dem Satz von Morera (Seite 41) folgt daraus die Holomorphie
von F in U.

Liegt zp = oo in G, so setzen wir:

betrachten
H(z) = lim h,(z)

in einer Umgebung von z* = 0 und schliefen genau wie vorher.

Zur gliedweisen Differentiation
Sei zg € G und zy # oco. Weiter seien Us und U s zwei Umgebungen um zg in G, so dafl das

Us, das ja kompakt ist, noch ganz in G liegt. Nach obigen Ausfithrungen ist dann F in Us
holomorph. Da ferner die Folge (f,) auf G kompakt konvergiert, gibt es zu jedem £ > 0 ein
ng, so daf} fiir n; > ng und alle Punkte & € Us gilt:

[F(&) = fa (€ <&

!Erinnerung: Analysis I, 5.4.
2vgl. Analysis I, 5.4 , 5.7 und 5.12.
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Dabher gilt fiir z € U%-:

k! F(¢ k! Jni (€
PO - 106 = | [ e g [ e
Us Us
_ k' F(g) - fnl (f)
T e ) e €
Us
Kl ¢ 2k+1g)
S op ankdT STOT T
(3)

WEeil € beliebig gewihlt werden kann, so hat man gleichméf8ig in U 5
F®(z) = lim ¥ (z)

fiir alle k € IN.

Liegt zg = oo in G, so betrachten wir H und h,, wie oben in der Umgebung des Nullpunk-
tes und schlieflen wie vorher aus der kompakten Konvergenz von H(z) = lim h,(z) auf die
Giiltigkeit der Beziehung
H'(z) = lim hl,(z)
n—oo
und die gleichméfige Konvergenz dieser Folge in einer Umgebung von z* = 0. Aus den Bezie-
hungen F(z) = H (1) und f,(2) = hy, (1) folgt dann:

F(2) =~ H' (1) = — T 1, (2) = lim f3(2)

in einer Umgebung von zy = oo und die gleichméfige Konvergenz der letzten Folge auf dieser
Umgebung. Wiederholt man diesen Schlufl k—mal, so ergeben sich diese Aussagen auch fiir die
k—ten Ableitungen.

Zur kompakten Konvergenz

Sei K C G eine vorgegebene kompakte Teilmenge. Zu jedem z € K wéhle Umgebungen Us,
und Us, /o wie oben bei den Beweisschritten zur gliedweisen Differentiation (dies ist moglich,
weil ja G offen ist). Auf den Us, /, konvergieren die f, — wie eben bewiesen — gleichméfig
gegen F. Da K kompakt ist, reichen endlich viele (sagen wir s) Umgebungen aus, K zu iiber-
decken. Wir numerieren sie durch: Uy, ..., Us. Zu jedem ¢ existieren wegen der glm. Konver-
genz Zahlen ny(e), (k =1, ..., s) derart, da8

[fn(z) = f(2) <e (%)

fiir alle n > ni(e) und alle z aus der jeweiligen Umgebung Uy. Sei ng := max(ny, ..., ns).
Dann ist fiir alle z € K und n > ng die Ungleichung () erfiillt, also konvergieren die f,,
gleichméBig gegen F' auf K, und dies ist gleichbedeutend mit der kompakten Konvergenz auf
G, da K eine beliebige kompakte Teilmenge war.

Natiirlich folgen aus diesen Aussagen die entsprechenden Aussagen fiir Funktionenreihen in der {iblichen
Weise?

0 k
F(z) =) fa(z)= lim » fu(2).

zur Erinnerung: analog wie in Analysis II, 9.8.

3
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Falls G beschrinkt, so kann man, falls die Folge (f,,) in G stetig und in G analytisch ist, die gleichmiflige
Konvergenz von f, gegen F' (wobei F' mit den gleichen Eigenschaften wie die f,,) einfach iiberpriifen:
Wenn nimlich f,|oc gleichmiBig in G gegen F|ac konvergiert, so konvergiert bereits f, auf ganz G
gleichméBig gegen F. Nach der Vorbetrachtung zur Aufgabe auf Seite 117 gilt ndmlich fiir die Supremum-
Normen:

‘fm - fn‘é = |fm - fn|8G .
Da f,|oc eine Cauchy-Folge bzgl. |.|s¢ ist, ist f,|g eine Cauchy-Folge bzgl. |.|z. Da B(G, €') vollstéindig
(weil € vollsténdig), gilt also das Behauptete (dafi F die gleichen Eigenschaften hat wie die f,, folgt ja
mit dem 1. Vererbungssatz und dem eben bewiesenen Weierstraf3’schen Konvergenzsatz; das war also
keine zusétzliche Voraussetzung).

Vorsicht! Man kann hiermit zwar iiberpriifen, daf z. B.

F(z)= Z

auf ganz U;(0) glm. konvergiert, aber die Holomorphie von F' und damit Existenz von

n

| N

2

3

n—1

Fl(z) =y =
n=1

ist nach dem Weierstrafl’schen Konvergenzsatz natiirlich nur auf U;(0) gesichert. Und in der Tat kon-
vergiert F’(z) in manchen z € K7(0) noch nicht einmal bedingt.

Nochmals betonen mochte ich, dafl im Reellen die gleichmifige Konvergenz von f], gegen eine Funktion
g Voraussetzung ist, um gliedweise differenzieren zu konnen. Im Komplexen — dank der schénen
Eigenschaft Holomorphie — iiberfliissig.

C.2 Stammfunktionen und Wegunabhangigkeit

Auf Seite 30 in 4.1 haben wir fiir stiickweise glatte Wege gezeigt, dafl aus F' Stammfunktion zu f folgt,
dafl die Integrale von f iiber diese Wege wegunabhingig sind. Man steht hiufig vor dem Problem,
etwas einfach fiir stiickweise glatte Wege zeigen zu konnen, die Verallgeinerung auf beliebige Wege aber
wiinschenswert ist. Um dieses allgemeine Problem ein fiir allemal zu l6sen, beweisen wir das folgende
Lemma. Wir haben es bisher mit volliger Selbstverstdndlichkeit benutzt.

Lemma: Sei G ein Gebiet, v : [a,b] — G sei ein rektifizierbarer Weg und f : G — €' sei stetig. Dann
existiert fiir jedes € > 0 ein Polygonweg I' in G, so dafl I'(a) = y(a), I'(b) = (b) und

!f—!f<s.

Beweis: Zunichst sei G eine Scheibe, also ein U, (zp). Die Lénge von + sei durch I(y) bezeichnet. Sei ein

g > 0 vorgegeben. Definiere € := ﬁ(ﬂ Da ~v([a, b]) kompakt, ist d := dist(y([a, b]),0G) > 0.
d

Wir kénnen daher die Scheibe auf U,(z0) mit p = r — § verkleinern, so daf f auf U,(20)
gleichmé#Big konvergiert. OE sei g bereits das verkleinerte U,(zp). Wahle nun ¢ so, daf§ fir
|z —w| < § durch die glm. Stetigkeit von f |f(z) — f(w)| < € gilt. Da v ein Weg auf [a, b] und
somit glm. stetig ist, kann man eine Zerlegung (¢x) von [a, b] finden, so daB

[v(s) =) <0 (C.1)
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mit t,_1 < s,t <t und auerdem aufgrund der Integraldefinition

[ =3 s b -1t < (C2)
5 k=1
mit t5_1 < 7 < ¢ gilt. Definiere nun T': [a,b] — €' durch
D) 1= o [(tx — D9(t 1) + ()]
E—th—1

wobel tr_1 < t < tg. Auf [tx_1,tx] ist T eine gerade Linie, also ist ' auf G ein Polygonweg.

Weil f f= f f(T "(t) dt, folgt:

t

/f ZW tk—tkti : /f(F(t))dt.

Mit der Integralabschétzung (C.2) erhalten wir

= f < e+ ) fOlm) v(te) —vte-0)] = [ f
7/ F/ € ; Y(Tk)) YTk Ytk /

T

< +2'7 rlti-)l / ) = Fr(m))lde

tp — k-1

Wegen Glg. (C.1) gilt auch (denn die Figur, die durch die Verbindungsgeraden von ~(s) nach
~(t) (mit s, t wie oben bei Glg. (C.1)) ausgefiillt wird, ist konvex mit einem Durchmesser
kleiner ¢):

[T(t) —y(mk)| < § fiir tp—q <t <.

Damit ergibt sich, unter Einbeziehung der glm. Stetigkeit von f:

/f—/f <et e t) — (k)| < EQ+I() =<
5 r k=1

Damit ist der Fall der Scheibe bewiesen.

Nun sei G beliebig. Es gibt eine Zahl r, so dafi 0 < r < dist(y([a, b]), 0G) (denn v([a, b]) ist ja
kompakt). Wéhle § > 0 so, daB8 |y(s) —v(¢)| < r, wenn |t — s| < §. Suche eine Zerlegung von
[a,b] derart, daf} |tx — tx—1] < § fiir alle k. Mit der Definition von ~ : [tx—1,tx] — G durch
Yk(t) := ~(t) erhalten wir Wege, deren Bilder ~4([tx—1,tx]) in U.(vy(tx—1)) enthalten sind.
Mit dem eben betrachteten Fall ergeben sich dann Polygonwege I'y, mit den Eigenschaften

Lr(tp—1) = (tk—1), Tr(tx) = v(tx) und | [ f— [ f| < £. Durch Zusammensetzen der I
Yk Ty
erhélt man schliellich die gesuchten Polygonwege.

Nun ist auch die Verallgemeinerung in unserem Spezialfall einfach: Sei ein € > 0 vorgegeben. Wir

finden dann nach dem Lemma einen Polygonweg I' von z; nach zy derart, daf |[ f— [ f| < e. Da

¥ I
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I' stiickweise glatt, gilt — wie bereits in 4.1 bewiesen — die Gleichung [ f = F(z2) — F(z1). Also
r

J [ = (F(22) — F(21))| < e. Dae > 0 beliebig war, gilt die Wegunabhéngigkeit fiir beliebige rektifi-
v

zierbare Wege.

C.3 Der Cauchy-Integralsatz

Auf Seite 33 haben wir den Cauchy-Integralsatz sehr elegant bewiesen, indem wir die Voraussetzungen
etwas erweitert haben. Wenn man den Cauchy—Integralsatz mit seinen urspriinglichen Voraussetzungen
beweisen mochte, so benutzt man ebenfalls ein Lemma, das dem Lemma aus dem vorigen Abschnitt
sehr dhnlich ist. Ich skizziere hier die Vorgehensweise nur. Wieder wird die Kurve v durch Polygonwege
angendhert. Nun braucht man nur noch zu zeigen, daf3 der Cauchy-Integralsatz iiber Polygonwege gilt.
Und wiederum ndhert man an: Diesmal fiillt man die geschlossenen Polygonziige durch Dreiecke aus.

Um den Cauchy-Integralsatz iiber die Dreiecke zu beweisen, geht man sukzessive zu kleineren Drei-
ecken {iber, indem man das urspriingliche Dreieck durch 4 Teildreiecke ausfiillt. Das Integral {iber das
urspriingliche Dreieck wird abgeschétzt durch das grofite Integral der Teildreiecke. Diese Teildreiecke
konvergieren gegen zy innerhalb des urspriinglichen Dreiecks. Es ergibt sich folgende Abschétzung:

A/f(z)dz <4 E/"f(z)dz .

Wenn das Dreieck klein genug ist, ersetzt man die Funktion f in einer kleinen Umgebung um das Dreieck
mittels

f(2) = f(20) + (z — 20) ' (20) + (2 — 20)0(2) .

Dabei ist [n(z)| < e auf dieser Umgebung. Nun erkennt man das Verschwinden der Integrale [ dz und
ap
| (2= z0) dz, da Stammfunktionen existieren. Das Integral iiber den letzten Term 1Bt sich abschétzen
A’IL

kn

gegen 2eD2, wobei D,, der halbe Dreiecksumfang des Teildreiecks der n-ten Teilung. Man kann die

Teilungen nun so konstruieren, daf3 D,, = % gilt. Es ergibt sich dann als Abschétzung fiir beliebiges ¢

/f(z) dz| < 265’02,
A

womit die Behauptung folgt, dafl [ f(z) dz = 0 ist. Mit den ganzen anderen N&herungen ist dann sogar
A

der ganze Cauchy—Integralsatz bewiesen.

Ich finde, der Beweis von Seite 33 ist viel schoner. . .

C.4 Beschranktheit von cot(7z) auf Cy

Ich will hier darstellen, dafl — wie auf Seite 66 behauptet — auf der Kurve Cy die Funktion cot(7z)
durch P = coth(%) beschrénkt ist:

Wir unterscheiden drei Félle (z = x + iy):
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e Teil von C mit y > %:

|cot(mz)| =

IA

<

ezwz + e—ZTI'Z

6271'2 —_ e*Zﬂ'Z

|ei7rz| + |67i7rz‘ - |ei7m:77ry| + ‘efifrm+7ry|

“eiﬂz| _ |e—i7rzH - |€—i7r3:+7ry| _ |€i7r3:—7ry|

e +e™  1+4e 2

ey —e~Ty 1 —e 2Ty

14+e ™ 671'/2 +677r/2

e Teil von Cy mit y < —%: Wie im ersten Fall gilt:

|cot(mz)] =

e Teil von Cn mit —% <y< %:

Ty - p—— :coth(g) =P.
eiﬂ'z +efi7rz

eiﬂ'Z _ e—iTrz

|ei7rz| + |e—i7rz‘ |€i7r3:—7ry| + ‘e—iﬂ':t-‘rﬂ'y|
||ei7rz| _ |67i7rz‘| = |eiﬂ'z77ry| _ ‘efifrm+7ry|
e™ +e™ 14 e2m
e — e 1— 2y
1 — /2 —7/2

e e oth(z) =P

1—e7™ em/2 — o—7/2

Betrachte zuerst den Teil des Weges mit z = N + % + ¢y. Dann:

_Jcos(n(N + % +iy))|

1 .
|cot(mz)| = |cot(m(N + 5 +iy))| = SN+ L+ )]
_|sin(miy)| vel. Seite 15 |i - sinh(7y)|
 |cos(miy)| B | cosh(y)]
sinh<cosh
= |tanh(my)| < tanh(3) <  coth(Z)=P.
Natiirlich funktioniert diese Betrachtung fiir z = —N — % + 1y genauso.

Wir haben damit fiir beliebige Punkte z € Cy die Behauptung

gezeigt.

| cot(mz)| < coth(%)

C.5 Der Riemann’sche Abbildungssatz

C.6 Der Monodromiesatz

C.7 Meromorphe Funktionen

Auf Seite 68 in Abschnitt 6.2 habe ich bereits einige Aussagen zu meromorphen Funktionen zusammen-
gestellt. Es fehlten die Beweise. Diese sollen jetzt nachgeliefert werden.
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Als erstes priizisieren wir die Definition: Eine Funktion heiit meromorph in einem Gebiet G, wenn es
eine diskrete Teilmenge P(f) von G gibt, so dal f in G\P(f) analytisch ist und in jedem Punkt von
P(f) einen Pol hat.

Die Menge P(f) nennen wir die Polstellenmenge von f. Die Forderung an P(f), diskret zu sein, garan-
tiert, daB f in jedem Punkt auch wirklich einen Pol besitzen kann. Denn die Eigenschaft eines Punktes,
Pol zu sein, ist nach unserer Definition ja daran gebunden, dafl f in diesem Punkt eine isolierte Sin-
gularitit hat. (Also ist unsere ,prézisierende Definiton® redundant formuliert.) Da P(f) diskret ist, ist

P(f) natiirlich auch abgeschlossen®.

Der Fall einer leeren Polstellenmenge ist zugelassen. Also sind analytische Funktionen auch meromorph.
Falls P(f) # 0, dann kann man die analytische Funktion f : G\P(f) — € auf G stetig fortsetzen,

indem man fiir die Pole p die Werte f(p) := oo definiert. Man erhilt damit eine Funktion, die wir
weiterhin f nennen, mit dem erweiterten Wertebereich €: f: G — C'.

Beispiele
Wir wiederholen nochmal die Beispiele aus Abschnitt 6.2.

Ein Beipiel waren die rationalen Funktionen. Sie besitzen endlich viele Pole, ndmlich gerade die Null-
stellen des Nennerpolynoms.

Ein anderes Beispiel war die Funktion cot(z). Sie besitzt abzahlbar unendlich viele Pole, ndmlich gerade
die Nullstellen von sin(z). Also: P(f) ={kn | ke Z }.

Anzahl der Pole

Die Anzahl der Pole kann Null sein (wenn P(f) = (}), sie kann endlich sein (z. B. bei rationalen Funk-
tionen) oder sie kann abzdhlbar unendlich sein. Sind dies alle Moglichkeiten, oder kann P(f) auch
iiberabzéhlbar viele Pole enthalten?

Nein, das kann nicht passieren. Denn €', das ja isomorph zum IR? ist, hat abziihlbare Topologie®. Diese

abzéhlbare Topologie besteht z. B. aus den Umgebungen Ul(g) mit p, ¢, n € Z. Nach dem Satz von

Lindelsf® enthilt dann jede offene Uberdeckung von @ eine hichstens abzihlbare Uberdeckung. Mit
G\P(f) und Umgebungen um p € P(f), die die Pole p isolieren, erhilt man eine Uberdeckung von € .
Da die Anzahl der Pole gleich der Anzahl der Umgebungen der héchstens abzihlbaren Uberdeckung
minus 1, ist auch die Anzahl der Pole héchstens abzéhlbar.

M(G) ist eine C -Algebra

Sei ¢ € G. Nach dem Laurententwicklungssatz 148t sich eine meromorphe Funktion in einer Umgebung
um c¢ darstellen mittels

[2)= Y anlz ="

m

mit a,, # 0 und m € Z (der Ordnung des Pols).

Behauptung: Meromorphe Funktionen lassen sich addieren und multiplizieren, sie bilden also eine
C -Algebra.

4Dazu ist ja wohl nichts weiter zu sagen, schlieflich miissen ja — wegen P(f) diskret — die Endstiicke der Folge konstant
sein.

5Definition dieses Begriffes: Anhang Diffgeo-Skript, Top. 5. In Diffgeo I, 7.2 ist gezeigt, daf affine Riume parakom-
pakt sind. Der wegweise Zusammenhang affiner Rdume ist klar. Nach Diffgeo I, 7.1 sind affine Rdume topologische
Mannigfaltigkeiten. Daher (Diffgeo I, 7.2) haben alle affinen Rédume abzihlbare Topologie.

6 Anhang Diffgeo-Skript, Top. 9.
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Beweis: Diese Aussage gilt natiirlich fiir analytische Funktionen (siehe Seite 17).

Sei nun f und g meromorph. Da P(f) und P(g) diskret, ist auch P(f) U P(g) diskret. Auf
G\(P(f)U P(g)) ist f + g und f - g analytisch.

Zu jedem Punkt ¢ € P(f) U P(g) betrachte die Funktionen (z — ¢)™ f(z) (m: Ordnung des
Pols ¢ von f) und (z — ¢)"g(2z) (n: Ordnung des Pols ¢ von g). Auf einer Umgebung U C G
von c sind diese Funktionen beschrénkt, also sind auch die Funktionen

(z=c)™" [f(z) +9(z)]  und (2= [f(2) - g(2)]

auf dieser Umgebung beschrankt. Der Punkt ¢ kann also keine wesentliche Singularitét sein.
Ist ¢ eine hebbare Singularitéit von f + g bzw. f - g, so sind diese in ¢ analytisch. Die Polstel-
lenmengen von f + g bzw. f - g sind also Teilmengen von P(f)U P(g) und damit diskret und
in allen anderen Punkten analytisch. Also ist damit die Behauptung bewiesen. |

Mit f ist auch f’ meromorph in G; sie haben dieselbe Polstellenmenge: P(f) = P(g).

Dies ist direkt klar, da auch die Laurentreihen gliedweise differenziert werden kénnen (na gut, das haben
wir nie bewiesen, aber es stimmt...). Daher sind Polstellen von f auch Polstellen von f’, wobei die
Ordnung des Pols beim Differenzieren um Eins steigt. Punkte, in denen f analytisch ist, sind natiirlich
auch analytische Punkte von f’, wie schon lange bekannt (Cauchy-Formeln).

M(G) ist sogar ein Korper

Zwei analytische Funktionen kann man im allg. nicht dividieren, denn eine Funktion 5 hétte an den
Nullstellen von g Singularitdten. Daher:

Definition: Die Nullstellenmenge N(f) einer meromorphen Funktion f # 0 ist die Menge:

N(f)={zeG\P(f) [ f(z) =0} .

Da nach Satz 5 auf Seite 42 die Nullstellen fiir f #Z 0 durch Umgebungen isoliert werden
konnen (vgl. auch Satz 6), ist auch die Nullstellenmenge (neben der Polstellenmenge)

diskret (und daher auch abgeschlossen). Beachte (um Satz 5 anwenden zu kénnen): Mit G
Gebiet (nach Voraussetzung) ist auch G\ P(f) ein Gebiet (P(f) diskret und abgeschlossen).

Behauptung: Sei f und g # 0 meromorph. Dann ist auch 5 meromorph. Also bildet M(G) nicht nur
eine (' -Algebra, sondern sogar einen Korper.

Beweis: Da wir schon gezeigt haben, dafl das Produkt zweier meromorpher Funktionen wieder me-
romorph ist, brauchen wir nur zu zeigen, dafl h := é meromorph ist. Dazu definieren wir
A = N(g)UP(g), welches diskret und abgeschlossen ist. In G\ A ist h analytisch. In ¢ € N(g)
kann man g auf einer Umgebung als ¢g(z) = (z — ¢)™ - k(z) mit k analytisch und k(c) # 0
schreiben. Auf dieser Umgebung hat also h(z) = (z —¢)™™ - ﬁ einen Pol in c.

Sei nun ¢ € P(g). Dann kann man g auf einer Umgebung U\{c} als g(z) = (z —¢)™™ - k(2)

schreiben mit k analytisch und k(c) # 0. Die Funktion h(z) = (z — ¢)™ - k(lz) hat auf U\{c}

eine hebbare Singularitéit: lim,_.. h(z) = 0.

Also: P(h) = N(g) diskret. In allen anderen Punkten von h ist h analytisch. Damit ist h = é
meromorph.

Speziell sehen wir: Der Quotient zweier analytischer Funktionen ist auf jeden Fall meromorph. Es gilt
aber sogar: Jede meromorphe Funktion ist als Quotient zweier analytischer Funktionen darstellbar. Dies
zu beweisen ist mir aber an dieser Stelle zu aufwendig. Der Literaturhinweis auf den Remmert 2 in
Abschnitt 6.2 bezieht sich gerade auf den zugehorigen Beweis. Dieser Hinweis muf} hier gentigen.
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Behauptung: Die auf G analytischen Funktionen bilden einen nullteilerfreien Unterring von M(G).

Beweis: Wir haben schon beim Beweis, dal die meromorphen Funktionen eine €'-Algebra bilden,

benutzt, dafl auch die analytischen Funktionen eine €'-Algebra bilden. Das beinhaltet ja,
dafl die analytischen Funktionen auch ein Ring sind. Da meromorphe Funktionen i.a. nicht
analytisch sind, handelt es sich natiirlich um einen Unterring.
Zur Nullteilerfreiheit also: Sei f #Z 0 und g # 0 analytisch und f - g = 0. Falls f(z) # 0
fiir alle z, miiBite g(z) = 0 sein fiir alle z, was wir ausgeschlossen hatten. Also sei f(c) = 0.
Wir wissen dann nach Satz 5, Seite 42, dafl wir eine Umgebung U finden, auf der f keine
weitere Nullstelle hat. Also mufl g auf der Umgebung U\{c} iiberall Nullstellen besitzen, aus
Stetigkeitsgriinden auch in c. Da also g auf ganz U gleich Null ist, mufl g auf ganz G identisch
Null sein nach Satz 6, Seite 43. Erneut wollten wir das ausschlieflen.

C.8 Der Satz von Mittag—Leffler

Der Satz von Mittag—Leffler behandelt die umgekehrte Frage, ob zu vorgegebenen Polstellen und Haupt-
teilen eine meromorphe Funktion existiert.

Satz (Mittag—Lefller): Sei G ein Gebiet, {ar} eine Menge diskreter Punkte in G (um jedes ay,
existiert Umgebung, so dafl kein anderes ay in dieser Umgebung). Fiir jedes k sei eine rationale

Funktion
mp

Sk(z) = ZAjk(Z — ak)_j

j=1
mit my € IN gegeben. Dann existiert eine meromorphe Funktion f auf G, deren Pole gerade die
Punkte {ax} sind und deren Hauptteil in a gerade durch Sy gegeben ist.

Ich kann den Beweis dieses Satzes leider nicht vollstindig ausfiihren, da dazu noch weitere Theoreme
bendétigt werden und das den Beweis rekursiv und viel zu lang machen wiirde. Ich skizziere daher nur
ein paar Schritte des Beweises.

Teile einer Beweisskizze: Das Gebiet G ist eine zusammenhiingende topologische Mannigfaltigkeit”.
Da G abziihlbare Topologie hat (das hatten wir schon auf Seite 130), ist G' auch parakompakt®,
und daher findet man offene Mengen G,,, so daf8’:

G=U>,G,, G,kompakt und G, C G,y .

Da G,, kompakt und die a;, diskret, gibt es nur endlich viele Punkte in jedem G,,. Definiere
Zahlenmengen I, durch:

ILi={k|layeG}, IL,:={k|lar€G,\Gn1} (n>2).

Definiere nun Funktionen f,, durch

fu(2) =Y Sk(2).

kel,

"vgl. Diffgeo 1, 7.1, Beispiel c).
8vgl. Diffgeo I, 7.2 Theorem b).
9vgl. Diffgeo I, 7.2, Folgerung, vgl. auch Anhang zum Diffgeo-Skript, Top. 7.
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C.9

Falls I,, leer, wihle f,, = 0. Durch diese Definition hat f,, seine Pole jeweils in den aj; mit
k € I,, also jeweils nicht in G,,—1. Nach einem Theorem (Runge-Theorem), was ich hier nur
erwihne, aber nicht beweise, kann man geeignete rationale Funktionen R, (z) finden, so daf
deren Pole auflerhalb von G liegen und fiir alle z € G,,_ gilt:

fa(2) = Ru(2)| < (3)" .

Dann ist
oo

F(2) = fi(2) + Y _fal(2) = Ra(2)]

die gesuchte meromorphe Funktion.

Wir wollen zuerst zeigen, dafl f meromorph ist. Zuerst: f in G\{ax} analytisch. Dazu zeigen
wir, daf die Reihe in der Definition von f, auf G\{ax} kompakt konvergiert. Dann sind wir
mit dem Weierstrafl’schen Konvergenzsatz fertig (s. o.). Sei also K eine kompakte Teilmenge
von G\{ay}; dann gibt es ein N, so da K C Gy. Wenn n > N, dann: |f,(z) — Ra(2)| < (3)"
fiir alle z € K. Also ist die Reihe von einer konvergenten Reihe dominiert, also konvergiert die
Reihe nach dem Weierstraf3’schem M-Test gleichméfig auf K, d. h. kompakt auf G.

Also betrachte jetzt noch ein beliebiges ay,: In einer Umgebung, die nur ay,, aber kein anderes
ay enthéalt, gilt dann:
f(2) = Sk(2) + 9(2)

mit einem analytischen g auf dieser Umgebung. Also ist aj ein Pol von f und Sk(z) ist der
Hauptteil von f in ay. |

Der kleine Satz von Picard

Der Satz von Liouville, den wir als Aufgabe auf Seite 85 vollstindig formulierten, besagt, dal beschrink-
te, auf ganz €' definierte Funktionen bereits konstant sind. Der Satz schliefit also aus einer schwachen
Aussage iiber den Wertebereich einer ganzen Funktion bereits auf die Konstanz dieser Funktion. i 5.2
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Dieses Anhangs-Kapitel ist im wesentlichen (teilweise wortlich) dem Buch
Jénich, Analysis (fiir Physiker und Ingenieure)

entnommen. Ich mochte an dieser Stelle dieses Buch jedem weiterempfehlen'. Es ist sehr auflockernd
geschrieben, alles wird motiviert, enthilt viele Zeichnungen und bietet einen Uberblick iiber die Themen
Funktionentheorie, gewohnliche Differentialgleichungen und spezielle Funktionen (das sind bestimmte
partielle Differentialgleichungen, die man mit einfachen Mitteln 16sen kann und in der Physik dringend
braucht (Stichworte: Schrédingerglg., Kugelfunktionen, u. a.)).

Die Funktionentheorie stellt dieses Buch mit Betonung der Anschauung dar, so wird zunéchst konform,
dann erst analytisch definiert. Besonders empfehlenswert, was die Ergdnzung dieser Vorlesung angeht,
ist es beim Residuenkalkiil, wo noch ein paar weitere Methoden dargestellt werden als hier, beim Begriff
der analytischen Fortsetzung (um den Sinn der Beispiele in Kapitel 8 zu verstehen, sollte man den
Abschnitt im Jénich gelesen haben; dort wird aber nichts dazu bewiesen, sondern nur anschaulich klar
gemacht, was geschieht) und eben bei den Hauptwerten, was ich hier auszugsweise darstellen mochte.

D.1 Etwas mehr iiber Hauptwerte

In den physikalischen Anwendungen treten bisweilen Linienintegrale auf, bei denen ein oder mehrere
einfache Pole auf dem Integrationsweg liegen.

J f(2)dz ist, wenn auf der Kurve ein Pol erster Ordnung liegt, die unvollstéindige Formulierung eines
v

urspriinglich verniinftigen Problems. De facto kommen fiir die sinnvolle Interpretation des Pols auf der
Kontour nur drei Fille vor:

e Pol rechts,
e Pol links,

e Hauptwert,

die wir jetzt diskutieren wollen.

Sei f(z) analytisch in G bis auf einen Pol an der Stelle p, und die in G verlaufende stiickweise stetig
differenzierbare Kurve ~ gehe genau einmal durch p und zwar glatt und mit von Null verschiedener
Geschwindigkeit. Dann zerlegt die Kurve jede geniigend kleine Kreisscheibe um p in eine rechte und
eine linke ,,Hélfte“.

Ldies sieht auch Prof. Reckziegel so: ,,phantastisch ab 2. Semester®
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Denken wir uns zunéchst, das Integral stamme aus einem Grenzprozefl f. — f fiir ¢ — 0+, wobei f.
analytisch auf G bis auf einen Pol bei p. ist und zwar so, dafl p. fiir ¢ — 0+ auf dem rechten Ufer von
~v gegen p strebt, also ,von rechts kommt‘: s. Abb. D.1.

Aus dem Cauchy-Integralsatz folgt, dafl es das Integral [ f. dz gar nicht bemerkt, wenn wir das Kur-
gl
venstiick innerhalb eines geniigend kleinen Kreises um p durch den linken Bogen ersetzen: sieche Abb.

D.2

Definition: Veréindert man « zu einem Weg ¥ (bzw. 7), indem man das Kurvenstiick innerhalb eines
geniigend kleinen Kreises um p durch den linken (bzw. rechten) Kreisbogen ersetzt, so ist
nach dem Cauchy-Integralsatz der Rechtswert

R [ ) dz = lim [ f.(2)dz = lim / fo(2) dz = / f(2)dz

(bzw. analog der Linkswert L [ f(z)dz mittels 7) vom Radius dieses Hilfskreises un-

5
abhéngig (und damit wohldefiniert).

Aus Abbildung D.3 erkennt man:

E/f(z)dz—R/f(z)dZZ / f(z)dz = 2miRes(f,p) . (D.1)
¥ ¥ K< (p)
Oftmals ist nun im Anwendungsfall das Integral [ f(z)dz weder als Rechts- noch als Linkswert zu

5
interpretieren, sondern als ihr arithmetisches Mittel:

Definition: Der Mittelwert

L z)dz+ R z)dz
b [ e NCIELIRG

aus Rechts- und Linkswert heifit Haupt- oder Prinzipalwert des Integrals.

Aus Glg. (D.1) und dieser Definition ergibt sich:

P/f dz—R/f ) dz + miRes(f,p) E/f )dz — wiRes(f,p) . (D.2)

Bisher haben wir nicht gebraucht, dafl es sich um einen Pol erster Ordnung handelt. Aber es gibt auch
einen reellen Hauptwertbegriff, der gleich noch definiert wird, und wenn p ein Pol erster Ordnung ist,
stimmen beide Hauptwerte iiberein.

b
Definition: Fiir ein an der Stelle zy € [a,b] uneigentliches Integral [ f(z)dz wird der Cauchy-

Hauptwert definiert, falls der folgende Grenzwert existiert:

P/bf(x) vi= lim /f dz + /b f(x) da
a xo+T
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Weg des Poles p.
fire — 0
Abbildung D.1: Annédherung des Pols von rechts

=2l

Abbildung D.2: Ersatzkurve durch linken Bogen

Integrationsweg fiir —R

Integrationsweg fiir £

Abbildung D.3: Differenz von Links- und Rechtswert
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(&
Hieran erkennt man jetzt auch, warum auf Seite 60 das Integral lim. .o, [ f(z)dz Cauchy—Hauptwert
—C
genannt wurde.

Satz: Ist f(z) analytisch an allen Punkten des reellen Intervalls [a,b] mit Ausnahme eines einfachen
Pols bei p, dann existiert der Cauchy—Hauptwert und es gilt:

?/f(z)dz = P/f(x)da:
N

Mittelwert aus Rechts- Cauchy—Hauptwert reell
und Linkswert

Beweis: Weil der Pol von erster Ordnung, hat (z — p)f(z) bei p eine hebbare Singularitit, also ist
flz)= % fiir ein auf ganz G analytisches g(z). Sei I, (p) wie iiblich der obere Halbkreisbogen.

/f(Z)dZZ / Zg(Tz)pdz: / 7g(zi:i(p)dz+ / %dz

Dann gilt:
I'r(p) L' (p) L' (p) I (p)

Der erste Summand geht mit r gegen Null, weil der Integrand beschrénkt ist und der Weg
schrumpft, der zweite Summand ist:

reit

/ 9W) it gt = wig(p) = miRes(f.p) .
0

Der Cauchy-Integralsatz liefert nun, angewandt auf einen Halbring mit den Radien r, rg
(analoger Weg wie auf Seite 62):

7f(:v)dx+ / f(Z)dZ+70f(x)dI+ [ =0,
p—7o —TI'..(p) p+r T'ro(p)

und bringen wir nun die Bogenintegrale auf die eine, die Intervall-Integrale auf die andere
p—To b
Seite und fiigen auf beiden Seiten [ f(z)dz+ [ f(z)dz hinzu, so erhalten wir:
a p+ro

p/_rf(m)dx+/bf(as)da:zR/f(z)dz+ / f(2)dz .

ptr ' (p)
Der Grenzwert der rechten Seite fiir 7 — 0+ existiert und ist gleich R [ f(z) dz +iw Res(f, p),

v
wie wir oben ausgerechnet haben, aber auch gleich dem funktionentheoretischen Hauptwert
P [ f(2) dz nach Glg. (D.2), also ist das auch der Grenzwert der linken Seite, was zu zeigen

el

war. |

D.2 Herleitung der Kramers-Kronig-Relationen

Mit Hilfe des Haupwertbegriffes kénnen wir nun auch eine Version der Cauchy—Formel fiir die Werte auf
der Kontour hinschreiben: Sei f(z) analytisch in G und sei «y eine positiv orientierte Jordankurve, die
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[ ]
20 0
R[LEZd=0 £ [ 5 dz =2mif () P[5 dz = mif(z0)
0 gl v

Abbildung D.4: Zur Cauchy—Formel mit zg auf der Kontour

samt ihrem Innengebiet ganz in G liegt. Ist dann zy ein Punkt, den «y glatt und mit von Null verschiedener
Geschwindigkeit durchsetzt, so haben wir offenbar (siehe Abbildung D.4) als Hauptwertversion der
Cauchy—Formel mit zy auf der Kontour:

feo) = P § L

Diese Beobachtung verbinden wir nun mit der Beweisidee zu Satz 6, Kapitel 6 und wenden sie auf eine
auf der oberen Halbebene (einschlieflich der reellen Achse) analytische Funktion an, die auerdem so
beschaffen ist, dafi der obere Halbkreisbogen I',.(0) harmlos fiir Zf_(zzl, 20 € IR ist (d.h. = 0 im Integral
iiber T',.(0)).

Dann gilt also:

sy =P [ Lo - f S8 g

und wenn wir diese Hauptwert-Cauchyformel nach Real- und Imaginérteil aufspalten und die Variablen
in der dabei iiblichen Weise umbenennen (nédmlich = statt zp und =’ statt z schreiben), so erhalten wir
die

Kramers—Kronig—Relationen: Sei f(z) analytisch auf der oberen Halbebene (einschlielich der re-
ellen Achse) und es gelte lim,_,, f(2) = 0 (genauer: zu jedem € > 0 gibt es ein R, so dafl
|f(2)| < e fiir alle z, die Im(z) > 0 und |z| > R erfiillen). Dann gelten fiir jedes « € IR die
Relationen:

1T Im(f()
;][ ' —x dx
1 [ Re(f(2) ,,
_;][ -z du
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Ein letzter Gedanke zur bisherigen Beweisskizze: Warum ist nun der Halbkreisbogen, wie oben
gefordert, harmlos? Weil aus lim,_,, f(z) = 0 natiirlich folgt, dal

lim 2. 1)

Z—00 zZ— 20

=0

gilt, und damit ist nach dem Beweis zu Satz 6, Kapitel 6 der Halbkreisbogen in der Tat harmlos.
Der Rest des Beweisganges ist somit ja bereits oben skizziert.

Briiuchte f(z) — 0 fiir z — oo nicht erfiillt zu sein, so ergében sich absurde Dinge aus diesen Relationen:
Da man aus der Kenntnis des Realteiles den Imaginérteil berechnen kann und umgekehrt, wiirde fiir
eine auf IR reelle Funktion aus der ersten Relation bereits folgen, daf3 sie identisch Null sein miifite. . .

Bemerkung: Das eigentlich Interessante an diesen Formeln erschlieft sich erst in den physikalischen
Anwendungen, wo Re(f) und Im(f) mefibare Gréflen sind (,Dispersionsrelationen®).

In anderer Hinsicht reichen die Formeln aber doch etwas weiter als hier angegeben, im
Zweifelsfalle versuche man einfach den Beweis fiir die jeweilige Situation ein biichen zu

modifizieren, z. B. wird man fiir f(z) = % einen geeigneten Zweig betrachten, etwa

re'® > \/re/? auf der nach unten geschlitzten Ebene —Z < ¢ < 3m: Mit einem kleinen
Hilfsweg um 0 funktioniert das ganze Argument fiir  # 0 noch immer. (Die Harmlosig-
keit des kleinen Hilfsweges um 0 mufl aber immer iiberpriift werden; hier klappt’s.)

© by Uwe Miinch
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