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Vorwort

Wir wollen hier zunéchst ein paar Worte zum Aufbau unseres Versuchsprotokolls verlieren. Denn auf
den néchsten Seiten ziert ein ,,(© by Oliver Flimm und Uwe Miinch“ die letzte Zeile. Warum dies? Sind
diese beiden Praktikanten so eingebildet oder iibergeschnappt? Nein, das sind wir nicht, und wir wollen
jetzt also begriinden, warum wir diese Zeile am Ende jeder Seite fiir n6tig halten.

Viele Praktikanten bereiten ihre Versuche im CIPLAB vor und werten sie auch dort aus. Nur einige davon
schiitzen ihre Arbeit vor Zugriff durch andere. Das bedeutet, dafl man sich vielfach die .dvi-Dateien
anschauen kann, aber auch dafl man direkt auf .tex-Sourcen zugreifen kénnte. Dieser Zustand ist ja
allgemein bekannt. Wie ist nun unsere Einstellung dazu?

Wir denken, daB es nicht Sinn der Sache (d.h. des FP’s) sein kann, sich einfach die Sourcen zu kopieren.
Zumeist sind diese Vorlagen auch liickenhaft oder enthalten Fehler. Kurz gesagt, aus diesen Griinden
benutzten wir keine solchen Textvorlagen. (Uber unser Verfahren, was Bilder angeht, werden wir uns
gleich duBern.) Wie sieht das nun mit .dvi-Files aus? Wir denken, daf} ein Aspekt des Fortgeschritte-
nenpraktikums ist, dafl wir lernen, wie man durchgefiihrte Versuche protokolliert, beschreibt und (spater
mal) verdffentlicht. Zu diesem Lernprozef gehort es sicherlich auch, anhand von Beispielen zu sehen, wie
so etwas geschieht. (Allerdings bezweifeln wir, da$ dazu die Vorlagen immer so geeignet sind.) Zumin-
dest halten wir es fiir keinen Frevel, wenn man sich anhand anderer Ausarbeitungen eine Idee holt, wie
Versuchsprotokolle anzufertigen sind. Daher beabsichtigen auch wir, unsere .dvi-Dateien im CIPLAB
allgemein lesbar zur Verfiigung zu stellen. Dies wird nicht mit unseren .tex-Sourcen geschehen! Diese
halten wir natiirlich geschiitzt. Wir wollen ndmlich nicht, dafl unsere Miihen einfach so von anderen,
uns bekannten oder unbekannten Studenten weiter genutzt werden. Wie oben dargelegt, haben wir aber
nichts dagegen, wenn unsere Ausarbeitung als Beispiel und Denkanstof3 dient. Fiir Nachfragen, etc.
haben wir unsere vollstdndigen Normal- und unsere e-mail-Adressen angegeben. Damit niemand auf
die Idee kommt, sich das Leben doch zu einfach zu machen und die .dvi-Datei einfach ausdruckt und
in der Hoffnung, daf sie keiner wiedererkennt, abgibt, haben wir die Copyright-Zeile eingefiigt. Diese
diirfte so etwas effektiv verhindern. Auflerdem (wovon wir weniger iiberzeugt sind) dient sie vielleicht
als psychologische Sperre, zu wortlich von uns abzuschreiben.

Nachdem wir uns so ausfiihrlich {iber diese Vorgehensweise ausgelassen haben, wollen wir dann auch
noch ein paar Worte iiber Bildvorlagen verlieren. Bei manchen Versuchen benutzten wir aus Biichern
eingescannte Graphiken. Wir haben dann jeweils die Herkunft vollstdndig (also am Bild und im Litera-
turverzeichnis) dokumentiert. Alle sonstigen Bilder sind von uns mittels xfig, gnuplot oder dhnlichen
Programmen selbst erstellt worden.

Ein paar abschlieende Worte zur benutzten TEX-Umgebung: Wir erstellten unsere Ausarbeitungen
bereits mit der Testversion des neuen Formats IATEX 2¢. Die benutzten Classes und Packages sind
allerdings noch von Hand von uns angepafit worden. Aber nun in medias res....
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1. Statistik

In diesem Versuch werden wir verschiedene statistische Aspekte physikalischer Messungen eingehender be-
trachten. Alle physikalische Messungen unterliegen statistischen Schwankungen, es wird also Zeit, sich mal
ausfiihrlicher mit daraus resultierenden Problemen auseinanderzusetzen. Insbesondere der Kernzerfall ist
dafiir geeignet, da bereits dieser als solcher statistisch verlauft. In diesem Versuch interessiert es uns aus-
nahmsweise nicht, in welcher Form der Kern zerfillt; nur die Tatsache, da3 er es tut, ist von Bedeutung.
Daher werden wir die Kernstrahlung mit einem Zahlrohr detektieren, das — wie der Name schon sagt
— nur die Zahl der Zerfalle z&hlt. Auch die Gelegenheit, uns mit dem prinzipiellen Aufbau dieses Gerats
auseinanderzusetzen, werden wir hier nutzen.

1.1 Ereignisse und Verteilungsfunktionen

Wir beginnen mit ein paar grundlegenden Axiomen und Begriffen:

Wir wollen alle Ereignisse als Mengen von FElementarereignissen auffassen, wobei letztere jeweils eine
Mbéglichkeit aus allen Méglichkeiten in einer bestimmten Situation umfassen (z.B. eine ’1’ gewiirfelt).
Als E bezeichnen wir das Ereignis, das alle Elementarereignisse umfafit, also sicher eintrifft. Den Begriff
des Ereignisses legen wir nun zunichst dadurch genauer fest, dal wir die Erfiillung folgender Axiome
fordern:

Axiom 1: Sind A und B Ereignisse, so sind auch A :== E\A, AB := ANBund A+ B := AUB

Ereignisse.
Axiom 2: Jedem Ereignis ist eine reelle Zahl P(A) > 0 zugeordnet.
Axiom 3: Fiir E gilt: P(E) = 1.

Axiom 4: Wenn A und B sich ausschlieen (d.h. leeren Durchschnitt haben), so ist die
Wahrscheinlichkeit der Vereinigung P(A + B) = P(A) + P(B).

Axiom 5: Sind A;, A, ...Ereignisse, die niemals alle gleichzeitig eintreffen konnen, so ist

n—roo

Aus den Axiomen folgt leicht, daf} folgende Relationen fiir alle A gelten:

PA) =1-P(4), 0<PA)<1.

Wir miissen diesen Begriff noch ein wenig erweitern, denn eine unendliche Vereinigung A; +As+... von
sich ausschlieenden Ereignissen muf§ nicht notwendigerweise wieder ein Ereignis sein (hat ja niemand
gefordert, Axiom 1 fordert dies nur fiir endliche Vereinigungen). Durch die gleich angedeutete Kon-
struktion erreichen wir aber, dafl abz&hlbare Vereinigungen der eben dargelegten Art wieder Ereignisse
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1.2. VERTEILUNGEN UND DEREN MASSZAHLEN 2

sind; das sollte reichen. Man erweitert dazu die Menge der Ereignismengen zur Menge aller mefibaren
Mengen mit dem Mafl P, die wir mit B(E,P) bezeichnen. Da B(E,P) eine o-Algebra ist, gelten alle
Axiome auch fiir diese erweiterten Ereignismengen. Mehr zu mefibaren Mengen und o-Algebren findet
man in [Sem-1] und [Sem-2]*.

Wir kénnen nun also von mefibaren Mengen mit Mafl P ausgehen, die obige Axiome erfiillen.

In unserer Modellbildung ist eine zufillige Grifle eine mefibare Funktion?, die auf E definiert ist und in
IR hineingeht: z : E — IR. Diese Funktion beschreibt alle Méglichkeiten eines skalaren Mefiprozesses: Zu
jedem mefBbaren Ereignis gibt die Funktion den Mefiwert an. Interessant ist nun die Verteilungsfunktion,
die uns einen Uberblick dariiber gibt, wie wahrscheinlich es ist, Ereignisse zu messen mit einem kleineren
Mefiwert als ein vorgegebener. Daher definieren wir die Verteilungsfunktion F : IR — [0,1] durch:

F(t) =Pz~ }(] — o0, 1)) = P(z < ).

Die Verteilungsfunktion F' hat folgende Eigenschaften: Sie ist linksseitig stetig, monoton wachsend, fiir
t — —oo strebt sie nach 0 und fiir ¢ — 400 strebt sie gegen 1.

1.2 Verteilungen und deren MaBzahlen

Der interessanteste Begriff ist nun der der Wahrscheinlichkeitsdichte. Wir werden gleich einige Spezi-
alfalle von Wahrscheinlichkeitsdichten, auch Verteilungen genannt, betrachten. Aber zunichst erklaren
wir, was das ist.

Als erstes der einfache Fall: F' ist stetig differenzierbar. Dann ist f := F' die Wahrscheinlichkeitsdichte.
Da f dann auf IR definiert ist, nennt man f auch eine kontinuierliche Verteilung. Mit dieser Funktion
kann man nun die Frage beantworten, die Physiker standig stellen: Wie wahrscheinlich ist es, dafl ein
Mefiwert im Intervall [t—¢, t+¢] liegt. Um diese Frage zu beantworten, braucht man namlich nur f iiber
das entsprechende Intervall zu integrieren. Das macht Verteilungen so wichtig und deswegen werden wir
uns mit besonders hdufig auftretenden speziellen Verteilungen noch nédher befassen.

Aber zunichst der zweite auftretende Fall: F' ist eine Treppenfunktion. In diesem Fall kann man nicht
direkt eine Wahrscheinlichkeitsdichte definieren. Man kann aber dennoch die obige ,,Physikerfrage“
mathematisch korrekt beantworten: Dazu 16st man das Stieltjes-Integral |, ttj; dF'. Mehr iiber diese
Integrale findet man in [Sem-6]. Aber, so praktisch diese Notation fiir die abstrakte Beschreibung aller
Falle (funktioniert auch beim ersten Fall) ist, so unpraktisch ist sie zur realen Berechnung. Also: Wie
geht das®? Die Stellen, an der die Treppenfunktion springt, sind Elemente einer diskreten Teilmenge A
von IR, nennen wir die Stellen a;, und die Werte, um die die Treppenfunktion bei a; springt, nennen
wir p;. Dann definieren wir die Funktion f : A — [0,1], a; + p;. Wenn wir diese Funktion nun nach den
Regeln integrieren, nach denen man Integrale diskreter Massenverteilungen (m,, = 1) integriert (siehe
dazu [Ana], Abschnitt 16.5), so erhalten wir auch hier die richtige Antwort auf die vielzitierte Frage.
Die so definierte Funktion f nennt man auch eine diskrete Verteilung. Denn, wenn das Intervall um a;,
iiber das integriert wird, klein genug ist, dann ist das Ergebnis der Integration ja gerade p;.

Schauen wir nun uns an, welche besonderen Eigenschaften und Gréflen die Verteilungen besitzen.

1Diese beiden Texte sind Tischvorlagen und Ausarbeitungen zu einem Seminar der Mathematik, das einer von uns
besucht hat. Es wiirde zu weit fiihren, die Ergebnisse hier im Detail darzustellen. Selbst diese Aussagen legen wir
hier nur dar, um das folgende halbwegs schliissig formulieren zu kénnen. Wir méchten an dieser Stelle nun auch nicht
verschweigen, dafl man unser E, das ja fiir jede Anwendung anders aussehen kann, jeweils in ein JR™ einbetten kénnen
muB, um die zitierten Stellen anwenden zu kénnen.

2Dazu steht wieder mehr in [Sem-1] und [Sem-2].

3Die folgende Beschreibung umschreibt die mathematisch korrekte Definition des Stieltjes-Integrals durch Erfindung
einer neuen Funktion. Warum auch nicht?
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1.2, VERTEILUNGEN UND DEREN MASSZAHLEN 3

1.2.1 Normiertheit

Die Verteilungen sind normiert. Es gilt ja:

b b

F(b)—F(a):/f(t)dt:/dF.

a a

Mit den Grenziibergéngen a — —oo und b — oo erhdlt man dann wegen den Konvergenzaussagen fiir

F aus 1.1 auf Seite 2: -
/f(t)dt: / dF = 1.

1.2.2 Charakteristische Funktion

Der Erwartungswert £ einer Funktion ¢ : IR — IR beziiglich einer zufilligen Gréfe z (mit Verteilungs-
funktion F', Verteilung f, falls existent) ist definiert als

cal@)i= [ aare)= [ aosie)ar.

Die Erwartungswertbildung ist linear auf dem Raum der Funktionen. Dies bedeutet natiirlich nicht
unbedingt, daf§ die Erwartungswertbildung auch linear von den zufélligen Gréfien abhéngt; dies wird
nur dann der Fall sein, wenn die Funktionen g selbst linear sind.

Bisher haben wir von reellwertigen Groflen und Erwartungswerten gesprochen. Die Erweiterung der
Integrale auf komplexwertige Funktionen ist ganz kanonisch (vgl. [Ana], 16.15).

Nun definieren wir die charakteristische Funktion ¢(t) ganz allgemein (¢ € IR):
B(t) := Ee'® = ]O e™ dF (u) .
Nach [Sem-1] konvergiert dieses Integral immer, da e?** beschrankt ist.
Wenn F stetig differenzierbar ist, so ist ¢ die Fouriertransformierte von f:
o(t) = /oo et f(u) du .

Man kann dann sicher sein, dafl f eindeutig durch ¢ festgelegt ist. Aulerdem ist leicht einzusehen, dafl
#(0) = 1 gilt, weiterhin |¢(t)| < 1 und es gilt, daBl ¢ stetig ist (vergleiche zur Fouriertransformationen:
[Sem-10], [Sem-12], [Sem-14] und das Buch [Za]).

Ganz entsprechende Aussagen kann man treffen, wenn F' eine Treppenfunktion ist, man also eine diskrete
Verteilung f definieren kann. Dann gilt nédmlich

o(t) = Zpk exp(itag)

fiir die charakteristische Funktion. Man sieht, dafl die obigen Aussagen auch hier gelten, insbesondere
kann man die Funktion f wieder eindeutig ablesen: f : aj — py.

MCMXCIV © by Oliver Flimm und Uwe Miinch



1.2. VERTEILUNGEN UND DEREN MASSZAHLEN 4

Bevor wir endlich an die n-ten Momente gehen und damit die speziellen Verteilungen untersuchen,
wollen wir noch eine wichtige Eigenschaft der charakteristischen Funktion ausarbeiten. Es geht um die
Beantwortung folgender Frage: Konnen wir die Verteilungsfunktion einer Summe von zwei unabhéngigen
zufélligen Groflen berechnen? Dazu schauen wir uns zunéchst theoretisch an, wie das aussehen mufi:
Wegen der Unabhéangigkeit der zufélligen Gréflen z und y mit den Verteilungen f und g gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit, daf§ z im Intervall [a,b] und y im Intervall [c, d] liegt:

/”f(u>du./ dv_//f s

Die Verteilungsfunktion H(t) von z+y ist die Wahrscheinlichkeit, daf z +y < t ausfallt, nach Definition
also H(t) = P(z +y < t). Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich dem folgenden Doppel-Integral, was man
mittels Satz von Fubini und Substitution 16st*:

H(t) = //Hw v) du dv
/ du / F(u)g(v) dv

- 7du/tf(u)g(w—u)dw

_ /dw/f(u)g(w—u)du.

Differenziert man nun nach ¢, so erhilt man die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte als Faltung® der
Dichten f und g:

/f gt —w)du=(f*g)(t).

Nun kann man aber einfach sehen, dafl die Faltung zweier Funktionen bedeutet, daf sich ihre Fou-
riertransformierten multiplizieren. Wenn man also Verteilungen f und g vorgegeben hat, so kann man
einfach die charakteristischen Funktionen ¢ und ¢, berechnen und dann die charakteristische Funk-
tion ¢ - ¢4 =: ¢p definieren. Die Riicktransformation ist dann die obige Verteilung h der Summe der
unabhéngigen Gréflen. Das ist schon einfach und ein grofier Vorteil der charakteristischen Funktionen.
Uberzeugen wir uns nochmal davon, da das wirklich so funktioniert:

27 - h(t /¢h Ye Mdu = /Rqsf(u)(f)g(u)-e*i“fdu

/ ¢f(u)/ g(tl)eiut' dtlefiut du
R R
/ g(t') / ¢r(w)e™ =) dudt’
R R

= 27r-/Rg(t')f(t—t')dt'
= 2n-(f*9)(?) -

4Die dazu benétigten Methoden stehen in [Ana], Kapitel 16 und 17; sie sollten jedem bekannt sein. . .
5Die Faltung zweier Funktionen f und g bezeichnen wir nach [Sem-12] durch f * g.
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1.2, VERTEILUNGEN UND DEREN MASSZAHLEN 5

1.2.3 Die n-ten Momente

Unter dem n-ten Moment a, einer Gréfle x versteht man den Erwartungswert von der Funktion z™:
oo
ap =Ez" = / u"dF (u) .
—o0

Die Existenz dieser Werte ist nicht von vorneherein gesichert, obige Definition soll also nur dann gelten,
wenn das Integral existiert. Bei unseren Spezialverteilungen und den Momenten, die uns interessieren,
werden wir keine Probleme haben.

Analog kann man die Momente in bezug auf einen Punkt ¢ bilden:
E(z—c)" = / (u— )" dF(u).

Nun kommt der Grund, warum wir uns mit charakteristischen Funktionen beschéftigt haben: Wenn «,
existiert, so kann man die charakteristische Funktion n-mal differenzieren und es gilt:

M (t) = im / umet™ dF (u) .
Insbesondere gilt fiir t = 0:

¢ (0) = i"an . (1.1)

Wir kénnen nun also sehr einfach n-te Momente berechnen. Die wichtigsten Momente sind die folgenden.

Mittelwert

Der Mittelwert ist einfach das erste Moment. Wir bezeichnen es mit p := a; = £z. Es beschreibt den
Schwerpunkt aller méglichen Mefergebnisse. Nach (1.1) berechnet sich der Mittelwert durch:

pw=—1-¢'(0).
Die Mittelwertbildung £z ist linear, da die Funktion g = id linear ist.

Varianz

Die Varianz ist das zweite Moment in bezug auf den Mittelwert. Wir bezeichnen die Varianz mit o2.
Die Wurzel aus der Varianz nennt man Streuung o. Unter Ausnutzung der Linearitdt der Erwartuns-
wertbildung und Gleichung (1.1) erhélt man aus der Definition der Varianz folgende Beziehungen:

o = E(z—p)’=E@* —2uz+ p?)
= E(2?) — 212 +2p% = E(2?) — (Ex)?
—¢"(0) +¢'(0)* .

Wir haben festgestellt, dafl die Mittelwertbildung linear ist. Fiir die Varianzen bzw. Streuungen gilt
dies nicht. Aber immerhin gilt:

Die Streuung o ist homogen, also 0., = co,. Man erkennt dies leicht anhand

02, =E(cx —cp)? =c*-E(x —p) =*o2.

MCMXCIV © by Oliver Flimm und Uwe Miinch



1.3. SPEZIELLE VERTEILUNGEN 6

Und wie addieren sich Streuungen? Seien z; und z, zwei unabhéngige zufillige Groflen mit Varianzen
o2 und 2. Dann gilt:

02y =E(@—pa+y—py)’ = E(x — pa)? =28 (2 — pa)(y — py)) + E(y — 1) -

Da z und y unabhéngig sind, gilt weiter fiir den mittleren Term:

E((m—pa)ly —py)) =E(x —pa) - E(Yy —py) =0-0=0.

Also erhalt man:

Opyy = 4/02+02. (1.2)

Schiefe

Das dritte Moment in bezug auf den Mittelwert ist Null, wenn die Verteilung symmetrisch ist. Das liegt
einfach daran, daf8 (z — p)® antisymmetrisch ist. Deswegen definieren wir

als ein Ma$ fiir die Asymmetrie und nennen diese Maf3zahl Schiefe.

1.3 Spezielle Verteilungen

Nun endlich werden wir die wichtigsten Eigenschaften spezieller Verteilungen untersuchen und das
bisher Betrachtete anwenden.

1.3.1 Die Binomial-Verteilung

Ein Bernoulli-Ezperiment ist ein Experiment, in dem man N unabhéngige Experimente macht, wobei
bei jedem Experiment nur zwei verschiedene Ereignisse auftreten kénnen: Ay oder Ay. Zusétzlich muf§
gelten: P(Ax) = p = const. Nach Axiom 3 und 4 gilt dann fiir die Komplemente Ay: P(Ag) = 1—p =: q.

Wir suchen nun die (diskrete) Verteilung, die uns angibt, wie wahrscheinlich es ist (gemessen durch py,
in obiger Notation), dal a; := k Mal von den insgesamt N Versuchen das Ereignis A, eintrifft. Dabei
ist k€ {0,...,N}.

Zunichst wollen wir dies ganz formal tun: Wir nehmen an, daf§ wir nur NV = 1 Experiment ausfiihren:
Die Wahrscheinlichkeiten fiir A; und A; sind dann ja gerade p und q. Also gilt fiir die Verteilung
fi 0~ gund 1 — p und die charakteristische Funktion ist @einzein(t) = pe“ 4+ g. Wenn wir nun
die N unabhangigen Experimente durchfiihren, so haben wir in Abschnitt 1.2.2 gelernt, daf sich die
zugehorige charakteristische Funktion durch Multiplikation der einzelnen charakteristischen Funktionen
ergibt. Also:

N
¢Binom (t) = (¢einzeln(t))N = (pelt + q)N = Z (k)pqu_kelkt .
k=0
Daraus lesen wir die Binomzialverteilung ab:

N _
fBinom = (k)pqu k .
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0.2+

0.1

Abbildung 1.1: Binomialverteilungen fiir N = 20 und p = 0,5 (links) bzw. N = 20
und p = 0,2 (rechts)

Dasselbe kann man auch kombinatorisch herleiten: Da die einzelnen Experimente unabhéngig sind, ergibt sich
fiir k-faches Auftreten von A; die Wahrscheinlichkeit

pp.pgq...og=pqg "
—_—— —— —
k—Mal (N —k)—Mal

Nun haben wir aber die Reihenfolge der Ereignisse beachtet, d. h. die ersten k sollten gelingen, die anderen nicht.

Um auch noch die anderen Kombinationsmoglichkeiten zu beachten, muf8 man mit der Zahl an unterscheidba-
ren Umordnungsmoglichkeiten multiplizieren. Das ist gerade der Faktor (IZ) Damit erhalten wir wieder obige
Verteilungsfunktion.

Berechnen wir noch die Mafizahlen:

Fir den Mittelwert ergibt sich:
p=—i¢/(0)=—i-N-(pe"® +q)" ' -p-ie** = Np(p+q)" ' = Np,

wobei die letzte Gleichung gilt, weil jap+ ¢ = 1.
Fiir die Varianz ergibt sich (wieder p + ¢ = 1 angewendet):

o2 _¢//(0) + ¢/(0)2 — —N(N _ 1)(pei-0 + q)N—Z(pZ-ei-O)Z _ N(pei-o + q)N—l .42 _pei-O _ N2p2
= Np— Np®>=Np(1—p)= Npq.

Und die Schiefe betragt (was wir mit maple berechneten):
_2p-—1
=
Man erkennt, daf die Binomialverteilung fiir p = 0,5 symmetrisch ist.

In der Abbildung 1.1 sind beispielhaft zwei Binomialverteilungen geplottet, und zwar fiir N = 20,
p=0,5und N =20,p=0,2.
1.3.2 Die Poisson-Verteilung

Wenn wir im Bernoullischen Fall sehr viele Experimente N durchfiihren, so ist es unpraktisch die
Binomialverteilung zu berechnen, weil die Binomialkoeffizienten numerisch unhandlich sind. Ist aber
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die Wahrscheinlichkeit p fiir die Falle Ay, sehr klein, so dafl das Produkt Np nicht grof} ist, so kénnen
wir die Binomialverteilung ann&hern. Diese Naherung nennt man Poisson- Verteilung. Sie ist auf alle
seltenen Ereignisse anwendbar, z. B. auf Unfélle und — wie wir es tun werden — auf Kernzerfille.

Die N&herung verlauft folgendermafien: Ausgehend von der exakten Binomialverteilung erhilt man mit

A:= Np:

fBinom = (]Z)Pk(l _p)Nik

N(N_l)'---'(N—k+1))\k A\ Nk
i v (1-%)

- 5 (%) (8) () () ()

Der erste Faktor hingt nicht von N ab, der zweite konvergiert fiir wachsendes N gegen e~ *. Alle anderen
Faktoren laufen gegen 1. Also ergibt sich fiir N — oo die Poissonverteilung als:

A=A
fPoisson = T

Die Zahl der Versuche N tritt gliicklicherweise nicht in dieser Verteilung auf. Dies ist ein entscheiden-
der Vorteil dieser Naherung, denn die Gesamtzahl der Kerne in einer Probe zu bestimmen, um die
Wahrscheinlichkeit des Kernzerfalls zu beschreiben, wiirde wohl an der Praxis scheitern.

Auch hier berechnen wir wieder die entscheidenden Mafizahlen. Dazu benétigen wir die charakteristische
Funktion. Da die Poisson-Verteilung eine diskrete Verteilung fiir k € IN ist, gilt:

GPoisson(t) = Zoo /\ke_/\eitlc — e Zoo (Aexp(it))k — e~ Agrexp(it) _  Aexp(it)—1)
ol1sson k,’! .
k=0 k=0

Mittels der iiblichen Formel fiir den Mittelwert erhalten wir:

w= _2. e)\(exp(i-O)fl) - ei-O =\,
Wir erkennen nun anhand der charakteristischen Funktion, dafi die Summe zweier unabhéangiger pois-
sonverteilter Groflen mit Mittelwerten Ay und Ay wieder poissonverteilt ist, und zwar mit Mittelwert

A1+Az. Dem ist so, da das Produkt zweier poisson-charakteristischer Funktionen wieder von der gleichen
Struktur ist.

Fiir die Varianz erhalten wir:

o2 = e)\(exp(i-O)—l) A2, e2'i-0 + eA(exp(i-O)—l) - ei-O — A2 =)

Es gilt also fiir die Poissonverteilung: 02 = u, d.h.

o=u.

Fiir die Schiefe gilt (wieder mit maple berechnet):

1 1

TR

Auch hier zeigen wir in Abbildung 1.2 beispielhaft zwei Plots der Poissonverteilung. Es handelt sich um
die Poissonverteilungen mit den Mittelwerten A = 2 und X = 5.
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T T T T T T T T T y
5 10 15 2 2 a 6 8 10 12 14

Abbildung 1.2: Poissonverteilungen fiir A = 2 (links) und A = 5 (rechts)

1.3.3 Die GauB-Verteilung

Eine wichtige Verteilung ist die sogenannte Normal- oder Gauf- Verteilung. IThre Wahrscheinlichkeits-
dichte hat die folgende Form mit einem ¢ > 0:

1

2o

fasus (@) = —— - exp (=% (2£)°).

Um die charakteristische Funktion zu bestimmen, miissen wir fgaug fouriertransformieren. Dazu sub-
stituieren wir y := % und bestimmen ¢gaug zuniachst in Abhangigkeit von %:

[ee] [ee]
1 . . 1 . .
Pcaus (L) = .gettrlo. / e~ 3V gity dy = 7= pith/o / o (y? —ity) dy

2o

— 00 — 00
o0
itp/o —l(y—it)z—ﬁ .
-e e 2 2 dy (quadr. Ergénzung)
— 00

[ee]

, t2 1,2
. ezt/.t/ae—T / e 2% dz (Substitution z:=y—1t)

d- @ @

— 00
—————

=\2r
= eitn/ "e_% .
Also gilt:

Baiaua (t) = eithe™
Zunéchst berechnen wir hieraus wieder unsere Mafizahlen.
Fiir den Mittelwert ergibt sich:

fGaus = —i-i-p- 0RO g2 0L =y

Und fiir die Varianz gilt:
Uéauﬁ — _(i'u)Z A ei.o-... ‘Hﬂ .o?. O-e4+0- () 4+ o?. ei-O-... —/,62 — g2 .
Die Benennungen der Konstanten ¢ und o in der Gauflverteilung fgaug hatte also ihren Grund...

Die Schiefe der Gauflverteilung ist natiirlich v = 0, da fgaug symmetrisch beziiglich p ist.
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Bemerkenswerterweise ist also die charakteristische Funk-
034 tion wieder eine — weil wir unsymmetrisch fouriertrans-
oal formieren allerdings nicht normierte — Gaufiverteilung,
deren Varianz nun % ist und mit Mittelwert 0, wahrend
der urspriingliche Mittelwert eine Drehung des Definitions-
bereichs in der komplexen Ebene bewirkt. Wir erkennen

015 hieran, daf8 die Gaufverteilung mit Varianz ¢? = 1 und
o1 Mittelwert p1 = 0 eine besondere Stellung geniefit, da deren
o charakteristische Funktion bis auf den Faktor \/% wieder

die Verteilung selbst ist (bei symmetrischer Fouriertrans-
formation wére sie exakt involutiv). Wir nennen diese spe-
zielle Verteilung standardisierte Normalverteilung. Durch
Yy = z;“ kénnen wir immer unsere Meflwerte so trans-
formieren, daf} sie einer standardisierten Normalverteilung
gehorchen. Aus diesem Grunde tabellieren Formelsammlungen diese spezielle Verteilung; und wir plot-

ten sie hier.

Abbildung 1.3: Standardisierte Normalver-

teilung bzw. GauBlverteilung

Wiederum erkennen wir an der charakteristischen Funktion, dal die Summe unabhéngiger gaufiverteilter
Groflen z und y mit Mittelwerten p; und pe und Varianzen o; und o2 wieder gauflverteilt ist, da das
Produkt wieder die Struktur einer charakteristischen Funktion einer Normalverteilung besitzt; und zwar
hat diese normalverteilte Summe einen Mittelwert y; + 2 und eine Varianz o? + 02. Hingegen ist das
Produkt zweier unabhiingiger gaufiverteilter Gréen nicht wieder gaufiverteilt, sondern es ist x?-verteilt.

Mehr dazu steht in [CHI].

Weitere Eigenschaften

Um die Lage der Wendepunkte der GauBlverteilung zu bestimmen, miissen wir ableiten, um die zweite
Ableitung gleich Null setzen zu kénnen. Also:

fGaus(z) = \/2;7-6)@ (_% . (w;u)l’) , (_w;M) %

s (2) = J% cexp (1 (232)) - <(—”’“’;“)2 - %) :

Aus (z — p)? = o? folgt also, daBl die Wendepunkte an den Stellen p — o und u + o liegen.

Ebenso sehen wir, dafl die Normalverteilung nur ein Extremum, ein Maximum bei p, besitzt. Die Hohe

der GauBlverteilung ist also fgaus(i) = \/2%_0_

Da die Fliche unter der Verteilung iiber einem Intervall [a,b] ja die Wahrscheinlichkeit angibt, mit
der ein Meflwert in dieses Intervall fallt, sind solche Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Intervalle
von groflem Interesse. Leider ist die Gaufiverteilung nicht elementar integrierbar; man muf} also auf
numerische Methoden der Integration ausweichen. Aus [Kr] stammen folgende Ergebnisse:

Plu—o<z<p+o) = 68%,
Plp—20<z<p+20) = 955%, (1.3)
Pp—3c<z<pu+30) = 99,7%.

Wir sehen also, daf8 ungefihr Z aller Mefiwerte in das Intervall [ — o, + o], d.h. zwischen beide

3
Wendepunkte, fallen sollte.

Die relative Hohe f‘}:‘ﬁi(:(ff) errechnet sich einfach zu ﬁ =~ 0,607. Es ist also zu betonen, dafl die

wichtige Breite 20 zwischen den Wendepunkten nicht die Halbwertsbreite ist.
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Fir grofle N kann man die Binomialverteilung durch eine Gaufiverteilung mit Mittelwert 4 = Mp und
Varianz 02 = Npq approximieren (Ndiherungsformel von DeMoivre-Laplace). Ganz analog kann man
die Poissonverteilung fiir grofie A = u durch eine Gaufverteilung mit ¢? = u = )\ approximieren, was
wenig erstaunlich ist, da ja die Poissonverteilung eine Naherung der Binomialverteilung ist.

1.4 Die MaBzahlen im Experiment

Bei der Messung einer Gréfle im Experiment unterliegt diese einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diese
Verteilung besitzt Mittelwert und Varianz (zumindestens nehmen wir bei physikalischen Messungen an,
daB diese Werte existieren). Nur kennen wir diese beiden Grofien nicht. Um sie exakt zu kennen, miifiten
wir unendlich oft messen. Das geht natiirlich nicht, wir haben also immer nur endliche Stichproben,
d. h. endlich viele beobachtete Werte, wie sie sich zuféllig ergeben, zur Verfligung. Kénnen wir trotzdem
etwas liber den Mittelwert und die Varianz der wahren Verteilung sagen?

Sei also eine Stichprobe (zy,...,z,) unabhangiger zufilliger Grofien bzw. Messungen, die alle der glei-
chen Verteilung f(t) mit wahrem Mittelwert y und wahrer Varianz o? gehorchen, gegeben. Wir be-
rechnen einfach mal das arithmetische Mittel M der Stichprobe, das wir dann empirischen Mittelwert

nennen wollen:
1 n
M= — E Tk .
n
k=1

Diese Grofle ist selbst zuféllig verteilt, d. h. verschiedene Stichproben ergeben verschiedene M. Da M
aber als Summe unserer n unabhéngigen, zufalligen Gréfien gegeben ist, konnen wir den Mittelwert pias
von M berechnen (die Mittelwertbildung war ja linear):

1< 1 "
uyp =< nkg_l Tk - i iE_l 7

Da M und z also den gleichen Mittelwert, der ja ein spezieller Erwartungswert ist, besitzen, nennt man
M erwartungstreu zu x.

Weiterhin kénnen wir die Varianz %, nach Glg. (1.2) berechnen:

n n 2
Thr= €M — ) = 3 E () = 0?3 1= (1.4)
k =1

n
=1

o

also o = N

Jetzt ist wohl der Zeitpunkt erreicht, an dem wir etwas iiber die Bedeutung der Varianz, oder viel-
mehr der Streuung, sagen sollten (bisher haben wir sie ja immer nur berechnet). Sie liegt darin, daf
Abweichungen einer Grofle z von ihrem Mittelwert y, die grofl gegen o sind, sehr unwahrscheinlich
sind. Allgemein (d.h. fiir beliebige Verteilungsfunktionen mit Mittelwert und Streuung) gilt namlich
die T'schebyscheff’sche Ungleichung:

Ist g eine beliebige positive reelle Zahl, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir |z — u| > g- o kleiner

als g72, also: P(|lz —p| > g-0) < .

Wir werden gleich sehen, dafl wir diese Abschétzung in unserem Fall sogar durch die deutlich schérferen
Abschitzungen (1.3) fiir die Normalverteilungen ersetzen kénnen.

Wir sehen also, dafl die Abweichung unseres empirischen Mittelwerts vom wahren Mittelwert nur von
der Gréflenordnung o = % ist. M ist also eine brauchbare Schatzung fiir u, sie ist um so besser, je
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umfangreicher unsere Stichprobe ist, also je grofier n ist (fiir diese Eigenschaft sagt man: die Schatzung
ist konsistent.). Praktisch bestimmen wir also die Mittelwerte real auftretender Verteilungen so wie
beschrieben als arithmetisches Mittel der Stichprobe.

Fiir die Varianz kénnten wir erstmal folgende Gréfe aus unseren MefSwerten berechnen:

n

1
si = Z(mk —u)?.

k=1

Sie ist erwartungstreu. Unangenehmerweise ist uns aber p nicht exakt bekannt, wir kénnten nur statt-
dessen unsere Schatzung M einsetzen:

1 n
2 2
sy = — E —M)*.
M= (zk )
k=1
Dies bewirkt aber, daf§ s3; nicht mehr erwartungstreu zu o2 ist:

) = D E((m— ) — (M=)’

1 n ) n
= n <Zé<wk —p)? =2 E((ae— p)(M — p)) +n-5(M—M)2>
k=1 k=1
1
=~ (n0® =20 E((M = p)(M — ) +n- E(M — p)°)
2
-1
= 22 =" Lo’
n n
Um wieder eine erwartungstreue Grofie zu bekommen, definieren wir also die Gréfie s? := P s2,. Zu

berechnen ist sie also folgendermaflen:

1 n
2 ._ 2
s ._n_lkg_l(:vk—M) }

Man nennt s? die empirische Varianz und s die empirische Streuung.

Es ist auch anschaulich klar, daf wir bei s2 durch n — 1 dividieren mufiten, wiahrend bei M die Divisi-
on durch n reichte. Denn bei der Berechnung von M standen uns n unabhéngige Stichprobenwerte zur
Verfiigung. Hingegen sind diese n Werte bei der Berechnung von s? durch eine Zwangsbedingung mitein-
ander verkniipft: der Berechnung von M. Eine Zwangsbedingung und n unabhangige Werte entsprechen
aber gerade n — 1 unabhangigen MefSwerten.

Der zentrale Grenzwertsatz

Nicht nur die Binomial- und die Poissonverteilung lassen sich durch die Normalverteilung approximieren.
Es gilt vielmehr der folgende, sogenannte zentrale Grenzwertsatz.

Wenn z,,...,2z, unabhingig sind und alle dieselbe Verteilungsfunktion mit Mittelwert p
und Streuung ¢ haben, so ist die Summe z = z; + ... + z,, asymptotisch normal verteilt
mit Mittelwert ny und Streuung \/n - o.

Eine zufillige Grofie z heifit asymptotisch normal verteilt, wenn ihre Verteilungsfunktion von einem
Parameter n abhédngt und zwei Zahlen a und ¢, die auch von n abhéingen diirfen, existieren, so dafi die
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Wahrscheinlichkeitsdichte der Grofie £2 fiir n — oo gegen die standardisierte Normalverteilung strebt.

c

Im zentralen Grenzwertsatz ist speziell a = pun und ¢ = o/n.

Beweis: Wir konnen g = 0 annehmen. Denn wenn g # 0 ist, dann betrachte die zufilligen Gréfien
T1— My, Ty — pund die Summe Z = 21 +. .. + 2, — un. Fir diese Gréfen ist der Mittelwert Null und
der zentrale Grenzwertsatz gilt, wie wir gleich zeigen werden. Also ist Z = = — un asymptotisch nor-
malverteilt mit Mittelwert Null und Streuung o/n. Daher ist dann auch z asymptotisch normalverteilt
mit Mittelwert un und Streuung o+/n.

Die charakteristische Funktion der zj, sei ¢(t). Dann ist ¢(t)" die charakteristische Funktion von z. Fiir
die charakteristische Funktion v von # gilt dann®: () = ¢ (ﬁﬁ) .

Wir miissen nun zeigen, dafl ¢ fiir n — oo gegen die charakteristische Funktion der Standard-
Normalverteilung, exp (—%t2), konvergiert. Dazu entwickeln wir ¢(t) in eine Taylorreihe. Mit Glg.

(1.1) und p = 0 ergibt sich fiir kleine z (R(z) Restglied):
#(z) =1—10%2> + R(2).

Setzen wir nun # fiir z ein, so gilt fiir grofie n

t2
t )\ _ t
o(75) =15 +R(:5) -
Nun logarithmieren wir, entwickeln den Logarithmus und multiplizieren mit n. R ist ein weiteres Rest-

glied, das klein ist mit groflem n.

Iny(t) =n-ln¢(ﬁﬁ) =n- <—% +§(;—ﬁ)) = —g +n-§(0f/ﬁ) .

Mit dem Grenziibergang n — oo und Exponentiation auf beiden Seiten erh&lt man:

lim 1(t) = exp (—3¢?) .

n—roo

Wir sehen also, dal Messungen, wie sie auf Seite 11 dargelegt sind, asymptotisch normalverteilt sind.
Das bedeutet — wie bereits oben angedeutet — daf} die schirferen Ungleichungen (1.3) im Vergleich
zur Tschebyscheff’schen Ungleichung gelten, wenn n grofl genug ist.

Dies ist auch férderlich bei der Anwendung der Gaufy’schen Fehlertheorie. Diese funktioniert folgen-
dermafien: Um den Fehler (=Streuung) einer Funktion f, die z.B. von unabhingigen Grofien  und y
abhangt, zu bestimmen, taylornahern wir die Funktion zunachst um ihre Mittelwerte (dabei entspricht

Az dem o, usw):
of

of

Um nun die Streuung Af von f zu bestimmen, miissen wir also nur die Streuungen der einzelnen
Summanden unserer Naherung nach Glg. (1.2) addieren und dabei beachten, daf§ die Streuung homogen

ist. Es gilt also:
8 (o ?
Af = \/<6—£ -Aac) + (8_11; - Ay) . (1.5)

8Es gilt = < 2z <= z < cz + u. Nach der Definition der Verteilungsfunktion gilt also: Fz—y (z) = Fz(c- 2z + p). Um

c

die Wahrscheinlichkeitsdichten zu bekommen, leiten wir ab: fa—u (2) =c¢- fz(c: 2z + p).

Fiir die Fouriertransformation gilt (vgl. [Sem-14]): Wenn h(z) := c- f(cz), so ist ¢¢(t) = Pr(ct), also ¢y (t) = ¢5 (%)
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Diese Naherung funktioniert also nur dann sinnvoll, wenn keine Meflwerte erheblich auflerhalb der
Streugrenzen liegen, sonst wiirden wir diese in unserer Ndherung gar nicht mit beachten.

Wir erkennen an dieser Stelle die Riesenbedeutung der Normalverteilung: All unsere physikalischen Mes-
sungen eines wahren Wertes sind im Prinzip normalverteilt! (Im Prinzip, weil erst die Summe (bzw. die
arithmetischen Mittelwerte) normalverteilt sind.) Nicht nur die Binomialverteilung oder Poissonvertei-
lung lassen sich durch die Gaufiverteilung anndhern, nein, alle beliebigen Verteilungen eines wahren
Werts, den wir haufig genug messen konnen.

1.5 Der Chi-Quadrat-Test

Wir méchten hier nicht allzu genau auf den x2-Test eingehen, sondern auf die Ausarbeitung des Semi-
narvortrags im Fortgeschrittenenpraktikum von einem von uns verweisen, namlich [CHI]. Hier also nur
eine kurze Zusammenfassung von ein paar Ergebnissen (sonst konnten wir diese Versuchsauswertung
auch fast als Statistikbuch herausgeben :-).

Die Summe gauf3verteilter Grofien ist wieder gaufiverteilt. Das Produkt zweier gaufiverteilter Gréflen
mit g = 0 und 0? = 1 ist aber nicht gauBverteilt, sondern x2-verteilt mit 1 Freiheitsgrad. Die Summe
zweier y2-verteilter GroBen mit Freiheitsgraden n und m ist x2-verteilt mit Freiheitsgrad n + m. Die
Verteilung eines x? mit n Freiheitsgraden hat folgende Gestalt:

1 n-2 w
Fxm(z) = on/2T (%) TT?oexp (_E) :
° Die zugehorige charakteristische Funktion lautet:

by (t) = (1 — 2it)= .
Fiir den Mittelwert, die Varianz und die Schiefe gilt bei
Freiheitsgrad f:
= f ) 02 = 2f ) = o
K v 7

Mehrere Plots befinden sich in [CHI], fiir f =3 und f =4
befindet sich hier ein Beispielplot.

; p p 3 % Der x2-Test ermdglicht das Verwerfen von Hypothesen mit
Abbildung 1.4: x*-Verteilung, Freiheitsgrade €iner gewissen Irrtumswahrscheinlichkeit (z.B. 1%, 5%).

f=3und f=4 Der Test verlauft nun folgendermafien: Man vermutet, daf}

irgendein Phénomen einer bestimmten Verteilung gehorcht. Der Mittelwert und die Varianz dieser

Verteilung sind fiir den Test ohne Interesse. Stattdessen filhren wir Messungen zur Priifung dieser

Verteilung durch. Die Verteilung der Mefiwerte um den Graphen der Verteilung sind nun das wesentliche

unseres Tests. Wir nehmen an, sie seien gaufiverteilt. Dann definieren wir uns ein Maf} (plausibel, aber
nicht das einzig méglich):

MaB := Z M (1.6)

: = . .

alle MeBwerte :

Dabei ist z; der MeBwert, f; der erwartete Wert der Verteilung, ¢? die erwartete Abweichung des
Mefiwertes von f;. Weil die Mefiwerte als gauflverteilt erwartet werden, gilt f; = p;, mit u; = Mit-
telwert aus den N Messungen von z;. Wenn die erwartete Verteilung unserer Messungen aus einer
Poissonverteilung stammt, kénnen wir direkt 0? = p; ersetzen. Wir berechnen nun unser Mafi. Wenn
das Maf zu klein oder zu grof ist im Vergleich zur tabellierten y2-Verteilung mit dem zugehérigen Frei-
heitsgrad und der festgelegten Irrtumswahrscheinlichkeit, so mufl die vermutete Verteilung verworfen
werden. Mehr dazu und zur Wahl des richtigen Freiheitsgrades: siehe [CHI].

MCMXCIV © by Oliver Flimm und Uwe Miinch



1.6. WAHRSCHEINLICHKEITEN UND VERTEILUNGEN BEIM KERNZERFALL 15

1.6 Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen beim Kernzerfall

Nach welcher Verteilung zerfallen Kerne? Man hat empirisch folgende anschauliche GesetzmaRigkeit
bestatigen kénnen: In einem festen Zeitintervall ist die Zahl der zerfallenden Kerne proportional zu der
Zahl der vorhandenen. Es ist direkt anschaulich klar, dal mehr Kerne zerfallen, wenn mehr da sind,
die zerfallen kénnen, und wenn ihnen mehr Zeit dazu zur Verfiigung steht. Man beschreibt dies mit

folgender infinitesimaler Formel:
dN =—a-N-dt.

Dabei ist N die Zahl der Kerne, dN die Zahl der zerfallenden Kerne, dt die Zeit, in der die dN Kerne
zerfallen und « eine fiir die Kernsorte charakteristische Zerfallskonstante. Natiirlich kann man die Dif-
ferentialgleichung & (¢) = —a - N(t) leicht l16sen und es ergibt sich fiir die Zahl der nicht zerfallenen
Kerne:
N(t)=N(0)-e™**.

Im Zeitintervall [0, ¢] zerfallen also N(t) — N(0) = (1 — e~**)- N(0) Kerne. Die Wahrscheinlichkeit des
Zerfalls fiir jeden Kern innerhalb dieses Zeitintervalls ist also 1 —e~%*. Da in jedem Mol eines Stoffes fast
102* Kerne vorliegen und a erfahrungsgeméf recht klein ist, ist auch p := 1 —e~“* sehr klein und da alle
Kerne unabhéangig sind (d. h. wenn ein Kern zerfallt, wird davon kein anderer beeinflufit), kann man den
Zerfall der Kerne durch eine Poisson-Verteilung beschreiben. Es gilt A=y = N-p= N(0)- (1 —e~**).
Die Zerfallskonstante « ist sogar so klein, dafl man gerne die Exponentialfunktion entwickelt und einfach
schreibt: u = a - N(0) - t. Praktisch mit man natiirlich das Produkt o - N(0), das man a nennt, die
Zihlrate. Zusammenfassend gibt also die Poisson-Verteilung

(at)™ _

P(n,t) = et (1.7)

die Wahrscheinlichkeit an, daf im Zeitintervall [0, ¢] genau n Kerne zerfallen.

1.6.1 Intervall-Verteilung

Wie wir am Beispiel des Zahlrohrs sehen werden, ist mit jedem Detektor eine Totzeit verbunden, in
der er keine Strahlung registrieren kann. Dies verfalscht natiirlich unsere Messung. Wir wollen uns nun
darum kiimmern, wie wir theoretisch beschreiben kénnen, wieviele Kerne wir ,,verpassen®. Im nachsten
Abschnitt werden wir Methoden entwickeln, mit denen wir die verpafiten Kerne rechnerisch ausgleichen
konnen, indem wir die Totzeit des Zahlrohrs experimentell bestimmen.

Wir haben bisher berechnet, mit welcher Wahrscheinlichkeit n Kerne in einem Zeitintervall [0, ] zerfal-
len. Jetzt soll uns folgende Frage interessieren: Mit welcher Wahrscheinlichkeit zerfallen im Zeitintervall
[0,t] genau s — 1 (s € IN) Kerne und im Zeitintervall [¢,¢ + d¢] noch einer?

Beide Teile der Frage werden durch Glg. (1.7) beantwortet. Die Antwort auf den ersten Teil der Frage

ist einfach P(s—1,t) = ((“s tlsl_)!l -e~ . Man beachte, daf} dies eine Wahrscheinlichkeit ist (obwohl (1.7) ja

eine Verteilung angibt) weil die Poisson-Verteilung diskret ist (in bezug auf n). Und die Antwort auf den
zweiten Teil der Frage ist P(1,dt) = a-dt-e~* % Dabei ist eigentlich a = N(t)-c, weil wir vom Zeitpunkt ¢
ausgehen. Wir nahern aber N(t) = N(0) und entwickeln die Exponentialfunktion: exp(a-dt) = 1+O(dt).

Damit erhalten wir P(1,dt) = a - dt. Da beide Wahrscheinlichkeiten gleichzeitig eintreffen miissen,

s—1
multiplizieren sie sich: Wir erhalten als Gesamtwahrscheinlichkeit Pyes = a- ((astzl)! -e~dt, Dies ist eine

Verteilungsfunktion (bzgl. t) mit Parameter s; um also die sogenannte Intervall- Verteilung angeben zu
konnen, miissen wir noch nach t differenzieren, was hier praktisch nur eine Division durch dt ist. Als
Intervall-Verteilung mit (s — 1)-facher Untersetzung ergibt sich also:

pa(=a 2

efat
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Abbildung 1.5: Intervall-Verteilungen fiir ¢ = 1; links oben: s = 1; rechts oben:
s = 2; links unten: s = 4; rechts unten: s = 16. Fiir s = 1 haben wir
noch eine Totzeit 7 eingezeichnet.

Insbesondere ergibt sich fiir s = 1 die Verteilung py(t) = ae~*'. Diese gibt an, mit welcher Wahrschein-
lichkeit zwei Kernzerfille im zeitlichen Abstand [t,t + dt] stattfinden.

In Abbildung 1.5 sind Intervallverteilungen fiir a = 1 und s = 1, s = 2, s = 4, s = 16 geplottet. In der
Intervall-Verteilung fiir s = 1 ist zusdtzlich eine Totzeit 7 eingezeichnet. Alle Zerfille, die in der Flache
unter dieser Kurve zwischen 0 und 7 auftreten, werden nicht registriert. Dies sind also

T T

/po(t) dt = /ae‘“t dt = —e™ % g =1—e"% (1.8)

0 0

viele Zerfille. Dies kann eine nicht ganz unbetrachtliche Anzahl sein. Man beachte, dafl es am wahr-
scheinlichsten ist, dafl zwei Kernzerfalle direkt hintereinander geschehen.

1.7 Die Auswirkungen der Totzeit

Wie wirkt sich nun die Totzeit auf unsere Messungen aus? Ohne Totzeit wiirden wir eine Poissonvertei-
lung mit u = at (t: Mefizeit) messen. Wegen der Totzeit verpassen wir — wie eben dargelegt — einige
zerfallende Kerne; wir messen also eine kleinere Z&ahlrate in unserer Meflzeit ¢. Wir kennzeichnen die
Mefiwerte mit Totzeit durch ein *; wir messen also nur noch p* = a*t.
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Wir definieren die maittlere Zerfallszeit T derart, dafl die Wahrscheinlichkeitsdichte zweier Kernzerfalle
im Zeitabstand 7' auf den %—ten Teil der Wahrscheinlichkeitsdichte zweier direkt aufeinanderfolgen-
der Kernzerfille abgefallen ist. Aus po(t) lesen wir ab, da8 T = % gilt. Entsprechend gilt fir T* die
Bedingung T* = a%

14 Wir kénnen nun eine Beziehung zwischen 7' und
T* herausfinden, in die die Totzeit 7 eingeht. Da-
zu ndhern wir die Zahl der verpafiten Kerne aus Glg.
(1.8) brutal: 1—e~ %" = ar. Anschaulich bedeutet das,
dafl wir die Flache unter der Kurve zwischen 0 und
7 zu einem Rechteck vergréfiern. Die Ungenauigkeit,
die dadurch hineinkommt, ist verhaltnisméafig klein;
und ohne sie, wire das Problem nur extrem schwie-
rig greifbar. Es ist dann direkt klar, da T* =T + 7
gilt. Wir haben den Sachverhalt und diese Beziehung
0 02 o2 o6 o8 1 12 12 15 1s nochmal in nebenstehendem Plot verdeutlicht.

Abblldung 1.6: Totzeit und mittlere Zerfallszeit Aus den bisherigen Beziehungen T = l, T* = a.l_* und

a
T* = T + 7 konnen wir eine Beziehung zwischen a

und a* und somit auch zwischen p und p* herleiten:

129

a=1-

0.8

0.6

0.4+

ale-

0.2

1 1 1 1—a*r
Tt =— = —= s
a a* a a*

und daraus folgt dann (da ja u = at und p* = a*t):

a*

a= und p= (1.9)

1—a*r 1—a*r’

Fiir die Streuung gilt, da sie ja homogen ist:
Ozr = Og.(1—arr) = (1 —a*T) -0,

Also gilt natiirlich Z= = 1;— und fiir die wahre Verteilung 02 = u, weil sie ja Poissonverteilung ist.
Damit erhalten wir 2 (2
2 2 7 H
o = (W)= =t (mat);
die gemessene Verteilung mit Totzeit ist also keine Poissonverteilung. Da weiterhin fiir die Varianz
2

2, = (p*)?- z—;” = (1—a*7)%02 < 02 gilt, die Verteilung also schmaler wird als wir es erwarten wiirden,
sind die 0? im Ma8 (1.6) zu grof, unser Mal — und somit unser x* — wird damit also zu klein. Auch
unser x2-Test warnt also, daf8 die gemessene Verteilung nicht poissonverteilt ist.

ag

Um aus den gemessenen Werten die wahren Werte berechnen zu kénnen, miissen wir also noch die
Totzeit ermittlen.

1.7.1 Methoden zur Totzeitbestimmung

Oszilloskop

Jeder registrierte Zerfall wird auf dem Oszilloskop als senkrechter Strich, also als Peak, sichtbar. Wenn
nun ein Teilchen registriert wurde, wird in der Totzeit kein weiteres Teilchen mehr registriert und wir
konnen keine Peaks mehr sichten. Wenn wir die Zeitkonstante des Oszilloskops geeignet einstellen,
konnen wir somit die Zeit ablesen zwischen einem Peak und den darauf wieder einsetzenden Peaks. Dies
ist also eine sehr direkte Methode, die Totzeit zu bestimmen.
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Zwei-Praparate-Methode

Eine andere, genauere Methode beruht darauf, daf sich Z&ahlraten theoretisch addieren, aufgrund der
Totzeit aber insbesondere die addierte Zahlrate zu klein sein wird. Man benutzt zwei Priaparate und
miflt deren Zahlraten zunachst einzeln. Dann mifit man die Z&hlrate von beiden Praparaten gemeinsam.

. .. . % N . . - al . _
Fiir die gemessenen Zahlraten aj, a3 und af , gelten die Beziehungen a; = ﬁ, sowie @142 = a1 +axs.

Daraus folgt:
*
aiys aj ajy

l—at,,m l—ait  1—air’
Dies kann man zu der quadratischen Gleichung

2 ai +a3 —aji,
2 .7—_|_—+:0

* * * *
A142 ) Q3 Q749

auflésen, deren Lisungen so aussehen:

1 1 at, i, —ati —a3
T = :t\/ 42 12 (1.10)

* * 2 k%
a142 (a1+2) ay Q- A142

Man benutzt hier nur den negativen Wert, weil der positive Wert eine unrealistisch hohe Totzeit ergeben
wiirde.
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2. Das Zahlrohr

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einem speziellen Nachweisgerdt fiir Kernstrahlung. Es
handelt sich dabei um das Z&hlrohr. Zunachst werden wir den Aufbau beschreiben und das Funktions-
prinzip skizzieren. Daraufhin werden wir genauer darauf eingehen, in welchen Betriebsarten man ein
Zahlrohr betreiben kann. Wir beschreiben dann noch die Phanomene, die zur Totzeit fithren, und die
Problematik der sogenannten Loschung.

2.1 Generelle Funktionsweise

Prinzipiell beruht das Zahlrohr auf der Tonisierung eines Gases. Bei einer Ionisationskammer, werden
Ladungstrager nur durch primdre Ionisation erzeugt, d.h. die erzeugten Ionen bewirken keine weitere
Tonisation, und diese Ionen werden durch ein schwaches elektrisches Feld gesammelt. Im Gegensatz
dazu arbeitet das Z&hlrohr mit grofien elektrischen Feldstidrken, so dafl neben Primérionisation auch
Sekunddrionisation auftritt. Es werden also durch die primér erzeugten Ionen mittels Stofen noch
weitere Ionen erzeugt. Trotz der Unterscheidung an dieser Stelle werden wir spater sehen, dafl wir das
Zahlrohr auch als Ionisationskammer verwenden kénnen.

Aufbau

Das Zahlrohr besteht prinzipiell aus einem zylindrischen Rohr mit einem konzentrischen Draht in der
Mitte (vgl. Abbildung 2.1).

In dem Zahlrohr befindet sich ein Z&hlgas, das ionisiert werden soll. Bei selbstléschenden Zahlrohren
ist dies oft ein Gemisch aus Argon und Alkoholdampf, also aus einem Edelgas und einer zuséatzlichen
organischen Verbindung, bei anderen Zahlerarten wird z.B. Methan verwendet. Es gibt jedoch auch
noch sehr viele andere Zahlgase, die Verwendung finden.

An dem zylindrischen Rohr (Zihlrohrmantel) und dem Draht in der Mitte wird nun eine elektrische
Spannung angelegt. Hierbei wird die Spannung so gepolt, da8 der Zahlrohrmantel zur Kathode und
der Draht zur Anode wird. Es wandern also die gebildeten Elektronen zum Draht und die gebildeten
positiven Ionen zur Rohrwand.

Wenn nun ein Teilchen in das Zahlrohr eintritt und ein Gasmolekiil ionisiert, so wandern die Ionen (auch
die Elektronen sind ja Ionen: Anionen) zu den Elektroden und 16sen dort einen Ladungsstof aus, der mit
einer geeigneten Elektronik ausgewertet werden kann. Im allgemeinen ist dies ein Arbeitswiderstand, der
auBerhalb des Rohres am Zahlrohrdraht angebracht ist (vgl. die Abbildung 2.3 fiir zwei exemplarische
Schaltungen). Die Ladungen fliefen an ihm als Stromstofl ab und so entsteht ein Spannungsstof}, der
wie {iblich mit Vor- und Hauptverstéarker weiter verarbeitet werden kann.

Nach dieser ersten groben Skizze der Abldufe wollen wir nun auf die verschiedenen Betriebsarten und
die dabei relevanten Prozesse ndher eingehen.
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Abbildung 2.1: Prinzipieller Aufbau eines Z&hlrohres

2.2 Arbeitsbereiche

Die Hohe der angelegten Spannung ist von besonderer Bedeutung fiir das Verhalten des Zahlrohres. Nach
der Hohe dieser Spannung kénnen 6 Bereiche unterschieden werden. Die Abhangigkeit der registrierten
Ladung @ von der angelegten Hochspannung U und die Einteilung in die sechs Bereiche ist anhand
Abbildung 2.2 ersichtlich.

Arbeitsbereich |

In dem Arbeitsbereich I arbeitet das Zahlrohr, wenn die angelegte Spannung noch sehr gering ist. Wird
nun ein Gasatom oder Gasmolekiil durch ein eintreffendes Teilchen ionisiert, so kénnen sich Elektronen
und Atomrimpfe, aufgrund der geringen anliegenden Spannung, im allgemeinen nicht schnell genug
voneinander entfernen. In einem Grofiteil der Fille findet daher eine Rekombination statt. Auf diese
Weise kann nur ein Teil der priméar erzeugten Ladungstréger zu den Elektroden wandern. Je grofler
die Spannung wird, desto mehr Ladungstriger kdnnen einander ,entwischen®, also desto mehr Ionen
werden gesammelt.

Arbeitsbereich 11

Dieser Bereich entspricht dem Sdttigungsbereich einer Ionisationskammer. Es werden hier alle primar
erzeugten Ladungstrager an den Elektroden gesammelt. Die anliegende Spannung hat also einen be-
stimmten Wert tiberschritten, so dafl nicht — wie noch in Arbeitsbereich I — Rekombinationen auftreten
konnen; die erzeugten Teilchen kénnen sich stattdessen entkommen. Fiir die Detektion sind daher ge-
nau die Primér-Ladungen wichtig, die wirklich erzeugt wurden. Bei weiterem Ansteigen der Spannung
kann die einfallende Strahlung nicht noch mehr Gasmolekiile ionisieren und im Bereich II tritt noch
keine Sekundérionisation auf, die die Zahl der Ladungstréager erh6hen konnte. Da also die Zahl der vom
Zahlrohr abflieBenden Ladungen trotz Spannungsdnderung gleich bleibt, spielt die anliegende Spannung
in diesem Bereich keine Rolle.

Die beiden Arbeitsbereiche I und II entsprechen einer normalen lonisationskammer. Fiir diese Bereiche
ist es typisch, dafl die von den priméren Ladungstragern auf ihrer freien Weglange durch die elektrische
Feldstédrke aufgenommene kinetische Energie kleiner ist als die Ionisierungsenergie der Gasatome bzw.
-molekiile. Die Energie der Ionen wird somit durch nicht-ionisierende Stéfle als kinetische Energie an
das Gas wieder abgegeben, bevor sie einen Wert erreicht, der zur Ionisierung ausreichen wiirde.
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Abbildung 2.2: Arbeitsbereiche des Zahlrohres

In den nun folgenden Bereichen laufen Prozesse ab, die typisch fiir ein Zahlrohr sind. Es ist dies unter
anderem die Erzeugung von Sekundérelektronen. Man sagt oft, die folgenden Arbeitsbereiche sind die
eigentlichen Zahlrohrbereiche.

Arbeitsbereich Il

Wie in den vorangegangenen Arbeitsbereichen, so werden auch in diesem die erzeugten Ladungen durch
das elektrische Feld beschleunigt. Insbesondere werden dabei die erzeugten Elektronen in Richtung
Draht beschleunigt. Die dabei aufgenommene Energie geben sie jedoch wie oben zunéchst durch Zu-
sammenstofie mit den Gasatomen standig wieder ab.

Um den entscheidenden Punkt zu verstehen, warum plétzlich Sekundéarionisationen auftreten, wollen
wir einen Ausdruck fiir die Feldstarke in einem Zylinderkondensator entwickeln:

Fiir den Betrag der elektrischen Feldstarke EE im Abstand r» vom Draht innerhalb des Zahlrohrmantels
gilt!: Foc L.

Fiir das Potential U(r) gilt daher (wegen Radialsymmetrie eindimensionales Integral): U(r) « In(r).
Wir beachten nun die Randbedingungen fiir den Radius des Drahts r; und den Radius bzw. Abstand des
Zahlrohrmantels r,. Da wir die Spannung in bezug auf den Draht messen wollen, gilt namlich U(r;) =0
und U(r,) = Uy, wobei Uy die am Zihlrohr insgesamt anliegende Spannung ist. Unter Ausnutzung

1Dies folgt direkt aus der 1. Maxwell’schen Gleichung in Integralform fiir einen Vollzylinder Z, des Radius 7:

QDraht:/ pdV:/ EdA=E-2nr-L,
zZ YA

r r

wobei letzte Gleichung aus Radialsymmetrie und daher E(r) = const gilt (» ist ja der feste Radius des Zylinders).
Nun sind die Lange L und die Kapazitat C' des Zahlrohrs bauartabhangige, feste Konstanten, daher gilt bei fester
angelegter Spannung Up mittels @ =C - U:

1

E = Clo - — =const- — .
2rL v T

Wir werden gleich einen anderen Ausdruck fiir die Proportionalitatskonstante suchen. Mit beiden Formeln kénnten
wir dann einen Ausdruck fiir C' aus den Zéhlrohrdimensionen berechnen; dies werden wir aber nicht weiter verfolgen.
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dieser Randbedingungen und der Proportionalitidt von U zu In(r) erhalten wir die Beziehung

Uo

Ur) = o (r_a) In ('r‘%) .

Nach Differentiation erhalten wir fiir die Feldstarke:

Uo
rln (:—“)
Hieraus ersieht man, dafl die Feldstidrke in der Ndhe des Drahtes sehr grofl werden kann; sie erreicht
Werte von 104%. Bei einer hinreichend hohen Spannung U, kénnen also nun die Elektronen innerhalb
ihrer freien Wegléngen durch das Feld so stark beschleunigt werden, daf sie weitere Atome oder Molekiile

durch Zusammenstofle zu ionisieren vermégen, also neue Elektronen und positive Ionen bilden kénnen.
Durch Wiederholung dieses Vorganges bildet sich eine Elektronenlawine.

E(r)=

Der Lawineneffekt wirkt nun gerade so, dal die gesammelte Ladungsmenge um einen Faktor A ge-
geniiber der Primérionisation grofler ist (Qsammer = A - n - e; dabei ist n die Zahl primérer Ionen).
A besagt also, dafl im Bereich III von jedem Primérelektron im Mittel eine Lawine mit A Elektro-
nen erzeugt wird. In diesem Bereich kann das Z&hlrohr also zur Energiebestimmung der einfallenden
Strahlen benutzt werden. Die Zahl der entstehenden Primarelektronen ist namlich proportional zur
Energie der einfallenden Teilchen und da A — wie dargelegt — eine Proportionalitdtskonstante ist,
ist auch die gemessene Ladung Qsammel proportional zur Teilchenenergie. Dieser Bereich wird daher
auch Proportionalbereich genannt. Jede Elektronenlawine lduft unabhéngig von den anderen Lawinen
ab. Der Faktor A héngt von der Gasart und den Zahlrohrdimensionen ab. Seine Abhéngigkeit von der
Spannung ist schwierig zu bestimmen (vgl. [FN]), sie ist aber im wesentlichen exponentiell. Daher kann
die In Q-U-Abhéngigkeit anndhernd als Gerade dargestellt werden.

Arbeitsbereich IV

In diesem Bereich macht sich bemerkbar, dafi die exponentielle Abhangigkeit des A von der anliegenden
Spannung U nicht ideal ist. Dies liegt vor allem daran, daf hier ein weiterer Prozefl an Bedeutung
zu gewinnen beginnt, der in sehr geringem Mafle zwar schon in Arbeitsbereich III vorhanden war,
eigentlich aber erst fiir die folgenden Arbeitsbereiche richtig wichtig wird, weil er dort fiir das gesamte
Geschehen verantwortlich ist. An dieser Stelle verstérkt er nur das iiber-exponentielle Ansteigen des
Verstarkungsfaktors A.

Es handelt sich dabei um den Effekt, dafl das Gas durch Stoe nicht nur ionisiert wird, sondern auch
angeregt wird und daraufhin Photonen aussendet. Diese ihrerseits ionisieren an anderen Stellen im
Zahlrohr. Bei der Diskussion iiber das Lischen diskutieren wir, daf diese Stellen das Kathodenmaterial
bzw. der zugesetzte mehratomige Dampf sein werden.

Die herausgeschlagenen Photoelektronen vergréflern die gemessene Ladung durch zusétzlich entstehende
Lawinen. Der beschriebene Prozel hangt aber nicht nur von der Teilchenenergie ab, sondern z. B. auch
davon, wo die Primé&relektronen erzeugt wurden. Es besteht daher nur noch eine eingeschrinkte Pro-
portionalitdt. Daher wird dieser Bereich auch eingeschrinker Proportionalbereich genannt.

Ein zuséatzlicher Effekt, der auftreten wiirde, wenn er nicht durch die unterschiedlichen Lésch-Techniken
verhindert wiirde, ist der, dafl die zuriickbleibenden Kationen beim Auftreffen auf den Z&hlrohrmantel,
also auf das Kathodenmaterial, dort weitere Elektronen iiber den Photoeffekt auslosen konnen. Wir
besprechen dies noch genauer in Abschnitt 2.4.

Arbeitsbereich V

Im letzten Bereich wirkten die Photoelektronen durch angeregte Gasatome derart, dafl zusétzliche La-
winen entstanden. Somit erhéhte sich die registrierte Ladung. In dem Bereich V nun nimmt dieser Effekt
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die dominierende Stellung ein. Die Zahl der gebildeten Photonen nimmt mit zunehmender Spannung
sehr schnell zu. Es entstehen so viele Elektonenlawinen, daf} sie sich {iber das gesamte Zahlrohr ausbrei-
ten. Dadurch wird die gesamte Umgebung des Zahlrohrdrahtes ionisiert. Somit ist die dabei gebildete
Ladungsmenge ausschliellich eine Funktion der Zahlrohrlange und nur in geringem Mafle des angeleg-
ten dufleren Feldes, denn bei einer Erh6hung der Spannung kann kaum noch mehr ionisiert werden. In
dem In Q-U-Diagramm (Abb. 2.2) wird dieses Verhalten als Plateau sichtbar. Man nennt dieses Plateau
auch Charakteristik des Zihlrohrs. Gute Zahlrohre zeigen eine flache Charakteristik von ungefahr 0,02%
Anstieg der Impulse pro 100V. Die am Zahlrohrwiderstand beobachteten Impulse sind bei Konstant-
halten der Spannung fast gleichgrol und unabhéngig von der Primérionisation, weil immer die gesamte
Drahtumgebung v6llig ionisiert wird. Daher kann man hier nicht — wie noch im Proportionalbereich —
Energiemessungen der eintreffenden Strahlung vornehmen. Stattdessen ist dieser Bereich zur Z&hlung
der Strahlung geeignet, weil jedes Teilchen einen gleich starken Impuls erzeugt.

Man nennt diesen Arbeitsbereich den Geiger-Miiller Bereich, Zihlbereich oder Auslésebereich.

Wir kénnen also feststellen, daf, nachdem ein Teilchen registriert wurde, ein Ionenschlauch um den
Draht zuriickbleibt. Die Effekte, die entstehen, wenn sich dieser Schlauch auflost, werden wir bei der
Totzeit (Abschnitt 2.3) eingehender darlegen.

Arbeitsbereich VI

Nun ist die anliegende Feldstéarke so grol geworden, dafl die Mainahmen zur Loschung des Z&hlrohrs
nicht mehr wirken. Wir haben schon angedeutet, daff dann die Kationen auf den Zahlrohrmantel treffen
und dort Elektronen auslosen (bei der Loschung gehen wir genauer darauf ein). Diese wirken so, als
ob ein Strahlungsteilchen in das Z&hlrohr gelangt ist. Direkt, nachdem das erste Teilchen registriert
wurde, meldet das Zahlrohr ein neues, usw. Es tritt also eine Dauerentladung ein. Dies sollte moglichst
vermieden werden, da sonst das Z&hlrohr Schaden nehmen wird.

2.3 Tot- und Erholzeit

Der fiir uns interessante Bereich ist der Arbeitsbereich V. Wir haben bei der obigen Beschreibung
festgestellt, dafl ein ganzer Schlauch um den Z&hlrohrdraht ionisiert wird. Die gebildeten Elektronen
wandern schnell zum Draht (in 107 bis 108 sec), die wesentlich trégeren Ionen verbleiben aber erst
mal, wo sie sind, und schirmen den Draht gewissermafien ab. Es kommt also zu der Ausbildung einer
positiven Raumladungswolke um den Z&hldraht. Diese Wolke hat zwei Effekte. Der Haupteftekt ist der,
daf das Feld im Raum zwischen dieser Ladungswolke und dem Z&hldraht so weit herabgesetzt wird, dafl
neu ankommende Elektronen keine Lawinen mehr bilden kénnen. Ware der Effekt, dal Photonen ange-
regter Gasatome andernorts neue Elektronen herausschlagen kénnen, der einzige, so ware das Zahlrohr
zu diesem Zeitpunkt bereits geléscht. Die positive Kationen-Wolke wandert wegen des aufien wirkenden
Feldes zur Kathode, aber nur langsam. Sie bendétigt bis zum Auftreffen auf den Z&hlrohrmantel un-
gefihr 10~* sec. Erst wenn der Raumladungsmantel ein bestimmtes Stiick nach auflen abgewandert ist,
nimmt die Feldstédrke innerhalb wieder den Wert an, der der Einsatzspannung des Zahlrohres entspricht.
Wiéhrend der Zeit, die dieses ,Abwandern“ der Ionenwolke dauert, ist der Z&hler v6llig unempfindlich.
Diese Zeit wird daher Totzeit genannt.

Anschlieflend an diese Periode treten zunachst Impulse mit zu kleinen Amplituden auf, die allmahlich
wachsen und ihre volle Héhe dann erreichen, wenn die positive Ladungswolke die Kathodenoberflache,
also den Zahlrohrmantel, erreicht hat. Dieser zweite Zeitabschnitt wird als Erholzeit bezeichnet.

Der zweite Effekt der Kationenwolke ist nur fiir das nicht-selbstléschende Zéahlrohr von Bedeutung. Wir
gehen dort naher darauf ein. Wir erwahnen aber schon hier, dafl bei diesem Zahlrohr die Registrierfahig-
keit von aufen fiir ungefihr 102 sec ausgeschaltet wird. Bei einem solchen nicht-selbstléschenden Zhl-
rohr hat man also eine, mit ungefihr 102 sec extrem lange Totzeit, aber keine Erholzeit.
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Zaehlrohr Zaehlrohr
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Abbildung 2.3: Typische Z&hlrohrschaltungen; links: selbst-
l6schendes Zahlrohr; rechts: nicht-selbstléschendes Zahlrohr mit
hochohmigem R (> 100M) und evtl. C’' zur Steuerung der
Zahlrohrkapazitat.

2.4 Loéschung von Zdhirohren

Unter dem Ldschen des Zahlrohrs versteht man das Verhindern der Erzeugung neuer Elektronen durch
Effekte, die nicht von neuer eingetretener Strahlung ausgehen, nachdem ein Teilchen registriert wurde.
Bei der ndheren Erklarung der Methoden zum Léschen von Zahlrohren mufl zwischen zwei grundséatzlich
verschiedenen Zahlrohrtypen unterschieden werden. Es sind dies das nicht-selbstléschende Zéhlrohr und
das selbstléschende Zdihlrohr.

Natiirlich ist das Ldschen erst ab dem Arbeitsbereich IV von Interesse, denn vorher treten ja iiberhaupt
keine Effekte auf, von denen unkontrolliert neue Elektronen erzeugt werden kénnten.

Nicht-selbstloschende Zahlrohre

Wir wollen zunédchst die Effekte im nicht-selbstléschenden Z&hlrohr ndher beschreiben. Solche Z&hlrohre
haben meist nur eine einatomige Edelgasfiillung. Diese Edelgase werden also zum einen ionisiert und
bewirken die normalen Elektronenlawinen; zum anderen werden sie angeregt. Daraufhin senden sie bei
der Abregung Photonen aus. Diese besitzen natiirlich nicht genug Energie, um andere Edelgasatome
zu ionisieren. Deshalb gelangen die Photonen im wesentlichen direkt zum Zahlrohrmantel. Dieses Me-
tall konnen sie nun mittels Photoeffekt ionisieren. Die so entstehenden Elektronen laufen wieder zum
Zahlrohrdraht und bewirken weitere Lawinen, bis die gesamte Drahtumgebung ionisiert ist. Wenn dies
erreicht ist, haben weitere Elektronen keine Wirkung mehr und der Effekt kommt zunachst zum Erlie-
gen. Nun wandern — wie beschrieben — die Kationen zum Zahlrohrmantel. Wenn diese auftreffen, so
16sen sie mit ihrer Ladung ein Elektron aus der Kathode heraus. Sie sind damit zwar neutral, aber das
Elektron ist noch angeregt. Das daraufhin ausgestrahlte Photon kann nun ein weiteres Elektron aus der
Kathode herausschlagen. Dieses neue Elektron wiirde nun wieder Lawinen erzeugen und alles begénne
von vorne. Genau dies wird durch das Léschen verhindert.

Beim nicht-selbstloschenden Zahlrohr geschieht dies von auflen mittels der rechts in Abbildung 2.3
dargestellten Schaltung. Der Kondensator C' zusammen mit der Zahlrohrkapazitdt und der hochohmige
Widerstand R bilden einen Hochpafl. Dabei ist die Zeitkonstante 7 = RC so eingerichtet, daf} sie
zwei Groflenordnungen iiber der Zeit liegt, die die Kationen brauchen, um vom Draht zum Mantel zu
wandern, also bei ungefihr 1072 sec. In dieser Zeit flieit also die gesammelte Ladung ab. Wenn das
Zahlrohr in Ruhe ist, hat es unendlichen Widerstand, die gesamte Spannung fallt also am Z&hlrohr ab.
Wenn die Elektronen, die aus den Lawinen kommen, abflielen, fillt ein wesentlicher Teil der Spannung
am Widerstand R ab, die Spannung am Zahlrohr ist entsprechend geringer, und zwar so gering, daf}
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die von den Kationen herausgeschlagenen Elektronen keine Lawinen mehr auslésen kénnen. An dieser
Stelle kommt der zweite Effekt der Kationen-Wolke zum Tragen: Die positive Wolke hilt die Elektronen
durch die Coulombkraft lange genug auf dem Draht, so daf sie nicht zu schnell abflieBen. Taten sie das
ndmlich, so kénnte die Spannung am Z&hlrohr bereits wieder zu grofi sein, wenn die Photoelektronen
auf den Draht treffen. Wir sehen, dafl im wesentlichen die ganze Zeit 7 das Z&hlrohr unempfindlich
ist, 7 ist also die Totzeit unseres Zahlrohrs. Diese Totzeit ist so grofl, dafl heute nicht-selbstléschende
Zahlrohre nur noch selten verwendet werden.

Selbstloschende Zahlrohre

Selbstloschende Zahlrohre haben meist eine Fiillung aus einem Edelgas, z. B. Argon, und einem mehr-
atomigen Gas, zumeist Alkoholdampf (wir werden das Folgende immer am Beispiel Alkohol erliutern).
Wie beim nicht-selbstléschenden Zéhlrohr senden die Edelgasatome Photonen aus. Die Photonen kénnen
aber hier bereits von den Alkoholmolekiilen eingefangen werden und diese ionisieren. Schon hier entste-
hen die neuen Elektronen, die fiir die Ausbreitung der Lawinen verantwortlich sind. Bei selbstloschenden
Zahlrohren breitet sich die Ionenwolke also iiber diesen Effekt sehr schnell seitlich aus. Wie beim nicht-
selbstloschenden Zahlrohr kommt dieser Effekt durch die Ionenwolke zunéchst zum Erliegen.

Das Loschen hat wieder zum Ziel, daf die Kationen keine Elektronen aus dem Kathodenmaterial heraus-
schlagen koénnen. Dies funktioniert hier durch die mehratomigen Alkoholmolekiile. Denn auf dem Weg
zum Zahlrohrmantel treffen die Kationen auf die Alkoholmolekiile. Da deren Ionisierungsenergie kleiner
ist als die Elektronenaffinitdt der Kationen, nehmen die Kationen ein Elektron auf und die Alkoholmo-
lekiile werden zu neuen Kationen. Was passiert nun, wenn die Alkoholkationen auf den Z&hlrohrmantel
treffen? Als Kation 16sen auch sie zuerst ein Elektron aus der Kathode aus. Das Elektron ist angeregt,
aber anstatt ein Photon auszusenden, dissoziiert das Molekiil. Dadurch, da8 die Alkoholmolekiile die
Ladung iibernommen haben, verhindern wir also die Erzeugung von Photoelektronen, weil die Alkohol-
molekiile aufspalten. Sie werden dabei unbrauchbar, ein selbstléschendes Z&hlrohr muf} also von Zeit zu
Zeit neu gefiillt werden.

In beiden Féllen reichen bei zu starker angelegter Spannung die Mafinahmen zum Léschen nicht aus.
Es kommt zur Dauerentladung. Wir haben dies beim Arbeitsbereich VI beschrieben.
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3. Die MeBdaten

3.1 Das Plateau des Zahlrohrs

Im ersten Versuchsteil interessiert uns das Plateau des Z&hlrohrs. Wir mafien daher in Abhéngigkeit
der am Zahlrohr anliegenden Hochspannung die Zahl der counts, die das Z&hlrohr in 300 sec registierte.
Quelle der registrierbaren Counts war 137Cs, das in der linken Befestigung vor dem Zahlrohr angebracht
war. Wir mafien:

U [V] counts in 300sec
450 11585
500 18118
550 19248
600 19705
650 20249
700 20989
750 21575
800 21692

3.2 Totzeit

In diesem Versuchsteil wollen wir die Totzeit unseres Zahlrohrs nach den zwei verschiedenen Methoden
bestimmen. Fiir die Zwei-Praparate-Methode bestimmten wir dazu folgende Meflwerte:

U Praparat 6 Praparat 7 beide
links rechts

[V] | counts in 300sec counts in 300sec  counts in 300sec

500 17936 25030 32013

600 19883 28253 37809

700 21178 30782 42355

Bei der zweiten Methode liest man einfach am Oszilloskop ab. Wir markieren hier die schwierig abzu-
lesenden Mefiwerte und kommentieren diese dann in der Auswertung. Unsere Ablesungen:

U | Totzeit +Fehler | Erholzeit +Fehler | Markierung
[V] | [msec] =[msec] [msec] =+[msec]
500 3,0 +1 16 +2
600 2,0 +1 10 +3
700 1,5 +1 7 +4
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Es folgen nun die Bilder des Oszilloskopschirms, die wir beim Versuch per Hand abgezeichnet und hier
eingescannt haben. Auch diese kommentieren wir in der Auswertung.

Links befindet sich das qualitative Bild fiir die Meflwerte bei U = 500V, rechts dasjenige fiir U = 700V

i LA

Das Bild fiir die Messung bei U = 600V lag zwischen diesen beiden Bildern. Da sich daraus nichts Neues
ergibt, verzichten wir hier auf das Einscannen.

3.3 Verteilungen

3.3.1 Poissonverteilung

Fiir die Aufnahme einer Poissonverteilung fiihrten wir 210 Messungen durch. Jede Messung dauerte 1
sec und wurde bei einer Spannung von 600 V am Zahlrohr ausgefiihrt. Leider waren wir so ddmlich, das
schwichere Praparat 7 Cs (wenigstens etwas: nicht das Stérkere...), in die linke Befestigung vor dem
Z3ahlrohr zu stellen und nicht in die Befestigung oben auf der Fensterbank.

Also hier die Mef3werte:

Counts 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0_| 67 67 64 62 62 57 74 59 63 73
1.1 70 66 56 65 73 62 70 64 63 60
2.163 59 67 64 62 70 55 62 57T 67
3_|71 68 61 54 70 63 68 59 65 66
4_175 74 64 70 69 60 69 59 61 65
5169 67 79 58 65 57 66 73 65 72
6179 66 72 55 79 61 61 64 69 67
7171 61 51 70 78 71 65 61 68 64
8163 69 68 71 63 66 70 61 67 63
9_|55 65 68 68 69 65 70 70 63 63

1070 56 65 62 58 66 77 69 72 70
11. ({67 71 63 67 74 62 69 65 65 73
12. (63 71 67 57 68 60 74 70 67 81
13_( 76 67 73 66 65 62 64 64 68 77
14169 59 70 57 62 68 72 64 57 63
1566 59 61 67 66 69 53 73 61 67
1666 68 63 70 69 72 7l 63 54 74
17. 163 60 81 69 66 60 58 60 64 73
1869 69 59 76 69 57 62 69 73 61
1980 61 67 66 65 63 60 66 61 62
20_| 67 60 69 60 70 59 63 74 62 66
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3.3.2 GauBverteilung

Fiir die Aufnahme einer Gaufiverteilung fithrten wir 400 Messungen durch. Jede Messung dauerte 30
sec und wurde wiederum bei einer Spannung von 600 V am Zahlrohr ausgefithrt. Das Praparat befand
sich an der gleichen Stelle wie bei der Poissonverteilung.

Hier unsere Mefiwerte:

Counts 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1_] 2002 2005 1989 1968 2022 1971 2049 1935 1986 1981
2.1 2062 1977 1966 2013 1952 2022 1953 1994 1970 1953
3_ 2015 1936 1951 1988 1999 1993 1940 1983 1967 2015
4_| 1969 1899 1973 2006 1977 2030 2008 2033 1930 1957
5.1 1987 1966 1991 1990 2071 2015 1939 1962 1940 1963
6_ | 1911 1974 1944 1926 1995 2002 1975 1927 1946 2029
7_1 1967 2016 1998 2013 1930 1969 2037 1963 1888 2014
8_ | 1994 1939 2068 1971 1956 1969 1993 1958 2002 1943
9_| 2014 1968 2007 2009 1958 1995 1952 2020 1966 2027

10_ | 1926 1948 2009 2025 1945 1951 2070 1997 2072 1965
11_ ] 1985 1956 1935 1956 1943 2014 1996 2004 1972 1961
12_ | 1989 1948 1940 1964 1977 1923 2048 1971 2030 1969
13_]1 1936 1979 1979 1974 1984 1964 2056 2001 2010 1991
14_ ] 2000 2014 1986 1972 1984 1919 1974 1969 1986 1919
15_ | 1924 1936 1997 2025 1989 1995 2063 2020 1995 1934
16_ | 2015 1985 2045 1902 1977 2001 2041 2073 1984 1980
17_ 1 1977 2007 1962 2044 1995 1975 1964 1988 2011 1973
18_ | 1951 1962 1973 1961 1963 1963 1982 2008 1984 1943
19_ | 2000 1946 1928 1951 2015 1984 1946 1945 1933 1966
20_ | 1926 2013 2011 2077 1930 1966 2023 2014 2009 1995
21_1 2020 2007 2024 1915 1946 1979 1971 2025 2060 1966
22_ | 2043 2006 1937 1986 1939 1998 2031 1964 1983 1982
23_ | 2014 1934 1968 2016 2047 2004 1955 2023 1918 2002
24_ | 1882 1992 1939 1941 1974 1970 1916 2035 1994 1949
25_ | 1979 2028 2011 1924 2006 1960 2013 1983 1994 1991
26_ | 1960 1923 2009 1980 1957 1964 1947 1990 1998 1977
27_1 1944 1953 1946 1951 1927 2009 2003 2025 2046 2017
28_ | 1954 1945 1903 2003 1937 1947 1960 2007 1916 1983
29_ | 1944 1948 1957 1969 1945 2008 1969 1990 1978 1980
30_ | 2032 2044 2071 2024 1957 2041 1978 1979 2004 1949
31_ 12000 1964 1946 2019 2003 1962 2018 2005 1990 2016
32_1 1999 2002 2022 1934 1945 1966 1958 1953 1975 1971
33_ | 1943 1974 2008 2012 2002 1948 2015 1999 1944 2016
34_ 1 1968 2020 1965 1981 2008 1976 2024 2004 2077 2015
351 1991 1998 1962 1984 1988 1982 1917 1981 1971 1980
36_ | 1987 2008 1913 1957 2003 2004 1971 2055 1958 1971
37_ 11960 2035 1949 1954 2016 1953 2070 1979 1969 1931
38_ 1 1941 1950 2031 1963 1955 2033 1965 2002 2060 1986
39_ 1 2014 1962 2001 1948 2013 2027 2003 1915 1911 1958
40_ | 1961 2008 1985 1991 1944 2032 1930 2001 1987 1981

Zum Vergleich: Eine Messung der Hintergrundstrahlung, also ohne Praparat, {iber den gleichen Zeitraum
ergab 289 counts.
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3.4 Intervallverteilung

Zur Messung der Intervallverteilung nutzten wir folgenden Aufbau:

Zahlrohr
&1 Start .e
® S — i
= Untersetzer oder VKA
Intervall-Wandler
P: Probe

TAC: Time to amplitude converter

VKA: Vielkanalanalysator (uralt...)

Wir wollen hier diesen Aufbau kurz beschreiben: Das Zahlrohr meldet jeden detektierten Zerfall der
Probe an den Intervall-Wandler. Dieser ist ein Untersetzer, d. h. er gibt den ersten detektierten Zerfall als
Start-Signal weiter an den Time to amplitude converter, kurz TAC genannt. Nun z&hlt der Untersetzer
und gibt nach einem weiteren, zwei weiteren, 4 weiteren oder 16 weiteren Signalen ein Stopsignal an
den TAc weiter, je nachdem, ob man eine Intervallverteilung mit s = 1, s = 2, s = 4 oder s = 16
aufnehmen mdochte. Realisiert werden kann ein solcher Untersetzer einfach durch einen Zahler und die
Phasenverdopplung an den einzelnen FlipFlops des Zahlers, was wir genauer in Versuch 8¢ (vgl. [FP-8c|)
beschrieben haben. Der TAC nun wandelt die Zeitdauer zwischen Start- und Stopsignal in die H6he seines
Ausgangssignals um. Die Funktionsweise des TAcC ist im Detail im Koinzidenzversuch (vgl. [FP-7]) von
uns beschrieben worden. Der Vielkanalanalysator VKA ordnet nun die verschiedenen Amplitudenhéhen
verschiedenen Kanélen zu. Bei der Intervallverteilung zdhlt jeder Kanal des VKA also, wie haufig es
vorgekommen ist, dal genau zwei, drei, fiinf oder 17 Kernzerfille in einem bestimmten Zeitintervall
stattgefunden haben.
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4. Auswertung

4.1 Die Totzeit

4.1.1 Ablesen am Oszilloskop

Wir haben bereits erwahnt, daf§ wir einfach die Totzeit am Oszilloskop ablesen kénnen. Typische Os-
zilloskopbilder haben wir auf Seite 27 gezeigt. Als erste Frage zu den Bildern mag sich stellen, warum
eigentlich nach der Totzeit vom ersten Peak ganz viele Peaks kommen. Sollten diese nicht auch eine
Totzeit nach sich ziehen, in der kein Peak registriert werden kann? Nun, beim Oszilloskop triggern wir
natiirlich auf einen Peak. Dieser erste Peak 16st also den Trigger aus und erscheint immer an derselben
Stelle. Der nédchste registrierbare Zerfall ist natiirlich wieder statistisch verteilt und kommt nicht zum
festen Zeitpunkt 7 + t; oder so. Daher sehen wir viele verschiedene Peaks fiir all diese Zerfélle. Insbe-
sondere erkennen wir an der Hohe der Peaks, wie sich das Zahlrohr erholt. Durch das Triggern konnen
wir also an einem Bild die Totzeit und die Erholzeit ablesen.

Bei der Spannung U = 500V am Zahlrohr hatten wir keine gréfleren Probleme beim Ablesen. Das
Oszilloskop war geeignet einstellbar und das einzige Problem war, die kleinen Peaks von der Hohe her
richtig zu extrapolieren, um die Totzeit exakt ablesen zu konnen.

Bei U = 600V gab es schon mehr Probleme. Die Erholzeit konnte unmdoglich genau abgelesen werden,
da die Signale ungefihr 45V betrugen. Wir konnten aber nur maximal 40V einstellen (8 Einheiten & 5V
(maximale Einstellung)). Da wir die Erholzeit im folgenden nicht bendtigen, ist dies aber nicht weiter
dramatisch; wir haben halt die Erholzeit dadurch abgeschitzt, dafl wir die y-Achse nach oben und unten
geschoben haben. Die Totzeit exakt abzulesen, war dadurch erschwert, dafl die Hohe der ersten wieder
registrierten Peaks schwankte. Statt 7 = 2,0 sec hatten wir ebenso berechtigt 7 = 2,4 sec ablesen
kénnen. Unser Fehler ist aber grofl genug angenommen. . .

Die Messung bei U = 700V war mit Sicherheit die Unangenehmste (vgl. Scan auf Seite 27). Die Si-
gnalhdhe betrug nun ungefahr 60V. Das Ablesen der Erholzeit war kein Ablesen, sondern Abschétzen,
also keine Messung, sondern ein Ratespiel. Aber — wie gesagt — wir brauchen die Erholzeit ja nicht.
Zum Ablesen der Totzeit: Die Peaks zitterten hin und her und das bei einem steilen Anstieg der folgen-
den Peaks. Mehr als eine extrem grobe Gréflenordnungsabschétzung ist unser Mefwert hier also nicht.
Von ,einfachem Ablesen vom Oszi“ kann also keine Rede sein.

Wie bereits erwdhnt bendtigen wir die Erholzeitwerte im folgenden nicht. Aus diesem Grunde wieder-
holen wir hier nur die Totzeitwerte nochmal, um sie gleich vergleichen zu konnen:

Tsoov = 3,0 (£1,0) msec
Teoov = 2,0 (&1,0) msec
Trooy = 1,5 (%1,0) msec
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4.1.2 Zwei-Praparate-Methode

Wir wollen nun die Totzeiten mit der zweiten Methode bestimmen. Dazu benutzen wir die Gleichung
(1.10) und setzen dort unsere Zahlraten, die wir direkt aus den MeBiwerten berechnen, ein.

Zuvor miissen wir uns noch ein paar Gedanken iiber Fehler machen. Wiren unsere counts N bereits
totzeitkorrigiert, so wéren sie poissonverteilt, d. h. fiir den Fehler gilte: 0 = V/N. Unsere Werte sind aber
natiirlich noch nicht totzeitkorrigiert. Auf Seite 17 haben wir hergeleitet, dal die gemessene Verteilung
dann schmaler ist als eine poissonverteiltel. Wir werden also einfach die Wurzeln aus N ziehen, dies auf
Zehner-Stellen abrunden (d. h. ungefahr zwei signifikante Stellen) und als Fehler verwenden. Auch nach
der Umrechnung auf Zahlraten werden wir es nochmal wagen, abzurunden. Wir erhalten dann damit
Groflenordnungsabschétzungen fiir den Totzeitfehler, der zugleich eine obere Grenze fiir den o-Fehler
ist, also eine sehr sichere Schatzung fiir den Totzeitfehler.

Bevor wir jetzt ans Rechnen gehen, miissen wir noch mit Hilfe der Fehlerfortpflanzung (1.5) einen
Ausdruck fiir den Totzeitfehler aus Gleichung (1.10) ermitteln. Es ergibt sich:

* * * *
a —a a — a
AT 2 — 1+2 2 Aax 2 + 1+2 1 Aa* 2
(A7) 4at3al (at,, —a}) (Aai) 4atay® (at,, — a}) (Aa3)
(2 \/a{a; + (af+2)2 —ajy,a] — aj 203 \/aj\/a; —2 aIGE + aI+2a; + aI+2a;)
(4atas + 4 (a} y)? —4al yaf — 4af,,a3) (af,,)%ala}

2

+ (Aaf+2)2

In der folgenden Tabelle sind nochmal unsere Mefiwerte N, aufgefiihrt, deren Fehler (d.h. unsere
Abschitzung) und die Umrechnung davon auf Z&hlraten.

L 1 1
U N1 N2 Ny N; Nit2 N12+2 a; Aaj a} Aaj ati, Aa;+2
V] [sec™!] [sec™!] | [sec™] [sec™!] | [sec™!] [sec™!]
500 | 17936 130 | 25030 150 | 32013 170 59,79 0,43 83,43 0,50 106,71 0,56
600 | 19883 140 | 28253 160 | 37809 190 66,28 0,46 94,18 0,53 126,03 0,63
700 | 21178 140 | 30782 170 | 42355 200 70,59 0,46 102,43 0,56 141,18 0,66

Hieraus berechnen wir nun mit den zitierten Formeln die Totzeit und deren Fehler:

Teoovy = 4,99 (£0,13) msec
Teooy = 3,95 (£0,10) msec
Troovy = 2,73 (£0,09) msec

Vergleich

Die Zwei-Priparate-Totzeitwerte sind deutlich grofier als die aus der Oszilloskopmethode. Offensichtlich
gehoren kleinere Peaks, die wir der Erholzeit zugerechnet haben, noch zur Totzeit, da ihre Signale noch
so klein sind, daf} wir sie zwar auf dem Oszilloskop recht deutlich erkennen konnten, sie aber dennoch
nicht vom Zahler registriert wurden. Da die Signalstarke mit der Hochspannung ansteigt, sinkt die
Abweichung mit der Hochspannung ab, was mit unserer Erklarung konsistent ist.

Da wir also beim Totzeitablesen auf eine bestimmte SignalhGhe hatten achten miissen, woher wir auch
immer diese Hohe herbekommen hétten sollen, kénnen wir nur abschlielend sagen, dal die Oszillo-
skopmethode recht zweifelhaft ist. Gott sei Dank haben wir mit der Zwei-Praparate-Methode eine

1Es gilt ja: ”7” = UML: Mit 02 = v/Nyahrs # = Nwanr und p* = N erhalten wir also: o, = \/Jév—h < \/Lﬁ =+/N, da

Nyahr > N. Das folgende (Rechnen mit v/ N) ist also sinnvoll.
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zuverlassige Methode zur Totzeitbestimmung zur Verfiigung. Wir benutzen im folgenden also, wenn wir
bei U = 600V gemessen haben, den Totzeitwert

Teooyv = 3,55 (£0,10) msec.

4.2 Das Zdhlrohrplateau

4.2.1 Unkorrigiertes Plateau

Wir plotten hier das Plateau des Zahlrohrs mit den gemessenen unkorrigierten Werten. Dabei benutzen
wir als Fehler wieder die Wurzel VN aus der Zahl der counts, die wir mit N bezeichnen. Zu dieser
Wahl haben wir uns im letzten Abschnitt, der Zwei-Praparate-Methode, ausfiihrlicher geduflert. Da
wir zur Totzeitkorrektur immer auch die Zahlrate kennen miissen, werden wir schon hier die Zahlraten
berechnen und diese in Abh&ngigkeit der Hochspannung plotten.

Es ergeben sich folgende Tabelle und folgender Plot:

U N VN a* Aa*

V] [sec™] [sec™] 800

450 | 11585 107,634 38,6167 0,358779

500 | 18118 134,603 60,3933 0,448677 ner

550 | 19248 138,737 64,16 0,462457 00

600 | 19705 140,374 65,6833 0,467915 FI

650 | 20249 142,299 67,4967 0,47433 = 00

700 | 20989 144,876 69,9633 0,482919

750 | 21575 146,884 71,9167 0,489614 wl

800 | 21692 147,282 72,3067 0,49094
Um eine Gerade an das Plateau anzupassen, haben wir Ry T T Rrry——r
den ersten Wert fiir U = 450V aus den Mef3werten ge- U

nommen, da er noch ganz offensichtlich nicht zum Pla-
teau, sondern zur Zone IV, wie wir sie auf Seite 22 in
Abschnitt 2.2 beschrieben haben, gehért. An den an-
deren Punkten erkennt man schon jetzt recht deutlich das Plateau. Die mittels linearer Regression
angepafite Gerade ist bereits in Plot 4.1 eingezeichnet und gehorcht der Gleichung:

Abb. 4.1: Unkorrigiertes Z&hlrohrplateau

1 1
a*(U) = (0,03967 +0,00314) 55— U + (41,63 % 2,06) — .

sec

Aus der Steigung dieser Geraden erhalten wir die Steigung in % pro 100V, indem wir die Steigung der
Geraden mit 100 multiplizieren und den daraus erhaltenen Zahlratenanstieg pro 100V auf die Zahlrate
bei 650V (mittlerer Wert aus dem Bereich, der uns interessiert) beziehen. Wir erhalten:

Plateau-Anstieg = (5,88 +0,47)% pro 100V .

4.2.2 Totzeitkorrigiertes Plateau

Wir totzeitkorrigieren nun die Zahlraten a* mittels Gleichung (1.9). Fiir den Fehler Aa gilt nach der
Gauf’schen Fehlerfortpflanzung (1.5):
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Leider kénnen wir nur die Z&hlraten fiir 500V, 600V und 700V totzeitkorrigieren, fiir die anderen
Spannungen haben wir ja keine Totzeiten bestimmt. Es ergeben sich folgende korrigierte Werte:

U a* Aa* T AT a Aa
V] [sec '] [sec '] | [107° sec] [10 sec] [sec!] [sec ]
500 | 60,3933 0,448677 4,99 0,13 86,444 1,337
600 | 65,6833 0,467915 3,55 0,10 85,6563 1,0824
700 | 69,9633 0,482919 2,73 0,09 86,481 0,999

Nebenstehend plotten wir nun also das totzeitkorrigier-
w00 | ] te Zahlrohrplateau. Auch hier passen wir mittels linea-
80 | ] rer Regression eine Gerade an, die in Abbildung 4.2
eingezeichnet ist. Da wir aber nur drei Mefipunkte zur
Verfiigung haben, sind die errechneten Werte fiir die Ge-
rade natiirlicherweise stark fehlerbehaftet. Es ergibt sich:

90.0

87.0

e

86.0 -

e

85.0 -

e

al[l/sec]

84.0 -

830 | 1 1072

1
i 1 = (0,1 4 . 2 —.
ij : ] a(U) = (0,185 £ ,658)Vsec U+ (86,0827 £7,96) ec
B0 L Nach der gleichen Methode wie vorhin beschrieben er-
U] halten wir hieraus die Steigung in % pro 100V. Das Er-
gebnis:

Abb. 4.2: Totzeitkorrigiertes Plateau
Plateau-Anstieg = (0,022 =+ 0,544)% pro 100V .

Trotz des groflen Fehlers dieser Steigung ist deutlich erkennbar, wie flach das Plateau geworden ist. Wir
sehen nun, da der Name Plateau nicht nur ein Name ist. Das Z&ahlrohr erfiillt unsere Erwartungen voll.

4.3 Gemessene Poissonverteilung

Nun kommen wir zu einem sehr peinlichen Teil des Versuchs. Wir haben schon in Abschnitt 3.3.1
angedeutet, welch ddmlicher und unverzeihlicher Fehler uns in diesem Versuchsteil unterlaufen ist. Wir
haben unsere Quelle so nah an den Zahler gestellt, dafl dieser viel zu hohe Zahlraten zihlte: ungefahr 70
Zerfalle statt angemessener 20 davon in 1 sec. Wir werden noch im Detail erldutern, welche Probleme
dadurch auftreten. Zunichst méchten wir aber nochmals betonen, wie sehr wir uns schamen, so bléd
gewesen zu sein. Das konnen wir nicht anders sagen — wir drgern uns ganz ehrlich sicher am meisten
dadriiber — dennoch sagen wir an dieser Stelle: es ist passiert, schauen wir, was wir doch noch aus den
Mefliwerten herausholen kénnen.

Das erste Problem ist die Totzeitkorrektur: Bei 20 Zerfillen pro Sekunde kann man sich eine Totzeitkor-
rektur sparen, denn wenn man diese totzeitkorrigieren wiirde, erhélt man 21,5 Zerfalle pro Sekunde. Der
Fehler, den man macht, wenn man die MefSwerte unkorrigiert benutzt, ist also in der Gréflenordnung
des Fehler durch Hintergrundstrahlung, wirkt aber in umgekehrter Richtung (Hintergrundstrahlung: zu
viele Zerfalle gemessen; Totzeit: zu wenige Zerfalle gemessen). Bei Zahlraten von 70/sec ist dies anders:
Die Totzeitkorrektur fiihrt zu 93,1 Zerféllen pro Sekunde. Wenn wir also o = ,/u erwarten, so ist dies
ohne Totzeitkorrektur nur ein frommer Wunsch.

Wir haben daher nun unsere Meflwerte totzeitkorrigiert. Dabei haben wir sie auf ganze Zahlen abgerun-
det. Aus diesen Werten berechnen wir zum einen den Mittelwert und die Varianz der Einzelmessung,
zum anderen zdhlen wir, wie hiufig die Zahlraten auftreten, um eine Verteilung plotten zu kdnnen.

Es ergeben sich fiir Mittelwert und Varianz folgende Werte:

M = 85,6905 counts und s=19,77177 counts .
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Wir iiberpriifen s = \/M: Es gilt M = 9,257 counts. Die Ubereinstimmung ist also ganz in Ordnung.
Bei der Bestimmung der Haufigkeiten ergab sich folgende Tabelle und folgender Plot:

Zahlrate absolute relative Zahlrate absolute relative
Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit
62 1 0,0047619 88 0 0
63 0 0 89 10 0,047619
64 0 0 90 0 0
65 1 0,0047619 91 17 0,0809524
66 2 0,00952381 92 0 0
67 0 0 93 15 0,0714286
68 3 0,0142857 94 7 0,0333333
69 2 0,00952381 95 0 0
70 0 0 96 5 0,0238095
71 7 0,0333333 97 0 0
72 0 0 98 8 0,0380952
73 3 0,0142857 99 0 0
74 8 0,0380952 100 6 0,0285714
75 0 0 101 0 0
76 9 0,0428571 102 1 0,0047619
7 12 0,0571429 103 0 0
78 0 0 104 2 0,00952381
79 12 0,0571429 105 2 0,00952381
80 0 0 106 0 0
81 17 0,0809524 107 1 0,0047619
82 10 0,047619 108 0 0
83 0 0 109 3 0,0142857
84 13 0,0619048 110 0 0
85 0 0 111 1 0,0047619
86 14 0,0666667 112 0 0
87 16 0,0761905 113 2 0,00952381
o0 ‘ ‘ Leider 148t sich zu diesem Plot nicht allzu viel sagen. Denn dafl

z. B. recht viele Werte (z. B. 99 oder 101) gar nicht auftreten, liegt
an unserer Totzeitkorrektur mit anschlieBendem Abrunden. Wir
008 konnen nur feststellen, dafl die Form unseres Plots ungefdhr an
eine Poissonverteilung erinnert. Mit einer theoretischen Poisson-

0.08

relative Haeufigkeit

0.0

®

ﬂ verteilung kénnen wir nicht vergleichen; dies ist mal wieder eine
o H H H Folge unseres damlichen Fehlers. Denn wenn wir die theoretische
oog LI ﬂﬁ i mo_oﬂﬂﬂﬂﬂﬂ Poissonverteilung berechnen wollten, miifiten wir auch Werte wie
counts 80! berechnen. Dies macht aber kaum ein Programm mit.
Abb. 4.3: Plot unserer Poisson-
Messung

Aus diesem Grunde haben wir uns zu einem etwas ungewohnlichen Schritt entschlossen: Wir haben die
Auswertung von uns bekannten Kommilitonen zu Hilfe genommen und deren Mefiwerte fiir die Poisson-
Verteilung {ibernommen, um einen verniinftigen Plot und eine zugehdrige theoretische Verteilung zu
sehen. Unsere Mitstudenten haben aus ihren Mefiwerten einen Mittelwert von

M = 15,235

berechnet. Die Haufigkeiten ihrer Messungen waren:
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Zahlrate absolute relative Zahlrate absolute relative
Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit
7 1 0,005 17 27 0,135
8 5 0,025 18 14 0,07
9 2 0,01 19 17 0,085
10 12 0,06 20 7 0,035
11 14 0,07 21 8 0,04
12 15 0,075 22 1 0,005
13 12 0,06 23 1 0,005
14 22 0,11 24 1 0,005
15 22 0,11 25 1 0,005
16 17 0,085 26 1 0,005

In diesem Plot ist die gemessene Verteilung unserer Kommili-
tonen gezeichnet. Gestrichelt ist zum Vergleich die theoretische
Kurve mit obigem M geplottet. Aufler dem sehr groflien Aus-
reifler bei 17 Zerféllen und den kleineren bei 13 und 19 Zerféllen
passen die Kurven recht gut zusammen. So ungefihr hétte es
auch bei uns aussehen kénnen und sollen. . .

Haeufigkeit

nnnnnn

Abb. 4.4: Plot der Poisson-Messung

unserer Kommilitonen

4.4 Gemessene Normalverteilung

Bei dieser Messung miissen wir wieder totzeitkorrigieren (ist ja klar, wir haben das gleiche Priparat wie
eben...und daher auch die gleiche Zahlrate). Wir berechnen Mittelwert und Varianz der Einzelwerte
aus den unkorrigierten und aus den korrigierten Werten (dann kénnen wir uns von der Notwendigkeit
der Totzeitkorrektur auch in der Praxis {iberzeugen). Wir erhalten:

Ohne Totzeitkorrektur:
M = 1981,8 counts und s = 36,331 counts .

Die Gleichung s = v/M ist nicht erfiillt, denn s> = 1320. Wie erwartet ist die nicht-korrigierte Verteilung
zu schmal.

Mit Totzeitkorrektur:
M = 2588,8 counts und s = 62,0503 counts .

Nun, das iiberzeugt nicht gerade von der Totzeitkorrektur: s” = 3850. Diese Verteilung ist nun zu breit.
Eigentlich sollte s bei ungefahr 50 liegen. Wir werden uns bei den Stichproben a 20 Mefwerten das
nochmal genauer anschauen und diskutieren.

Als néchstes bestimmen wir wieder die Haufigkeiten der Zahlraten, um eine Verteilung plotten zu
konnen. Da durch die Totzeitkorrektur mit anschlieBendem Abrunden wieder der Fall eintritt, dafl
bestimmte Z&hlraten scheinbar nicht auftreten, berechnen wir die Hiufigkeit von Intervallen der Lange
Zehn. Dies glattet unsere systematischen Umrechnungsfehler.

Um diese Haufigkeiten mit der theoretischen Verteilung vergleichen zu kénnen, miissen wir natiirlich die
relativen Einzelhdufigkeiten plotten, da die theoretische Verteilung ja eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist
(Antwort auf die ,Physikerfrage“). Wir plotten also im Abstand von 10 Counts, jeweils in der Mitte
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des Intervalls, die relativen Einzelhdufigkeiten, die in der folgenden Tabelle aufgefiihrt sind. Zuséatzlich
plotten wir die theoretische Verteilung mit dem obigen Mittelwert und der obigen Streuung.

Intervall absolute relative Summe der relative
Héufigkeit Héufigkeit rel. Hiufigkeiten | Einzel-H&ufigkeiten
2420-2429 1 0,0025 0,0025 0,00025
2430-2439 1 0,0025 0,005 0,00025
2440-2449 1 0,0025 0,0075 0,00025
2450-2459 2 0,005 0,0125 0,0005
2460-2469 2 0,005 0,0175 0,0005
2470-2479 6 0,015 0,0325 0,0015
2480-2489 5 0,0125 0,045 0,00125
2490-2499 8 0,02 0,065 0,002
2500-2509 11 0,0275 0,0925 0,00275
2510-2519 14 0,035 0,1275 0,0035
2520-2529 22 0,055 0,1825 0,0055
2530-2539 16 0,04 0,2225 0,004
2540-2549 22 0,055 0,2775 0,0055
2550-2559 24 0,06 0,3375 0,006
2560-2569 26 0,065 0,4025 0,0065
2570-2579 22 0,055 0,4575 0,0055
2580-2589 25 0,0625 0,52 0,00625
2590-2599 24 0,06 0,58 0,006
2600-2609 19 0,0475 0,6275 0,00475
2610-2619 16 0,04 0,6675 0,004
2620-2629 26 0,065 0,7325 0,0065
2630-2639 23 0,0575 0,79 0,00575
2640-2649 26 0,065 0,855 0,0065
2650-2659 11 0,0275 0,8825 0,00275
2660-2669 10 0,025 0,9075 0,0025
2670-2679 9 0,0225 0,93 0,00225
2680-2689 3 0,0075 0,9375 0,00075
2690-2699 7 0,0175 0,955 0,00175
2700-2709 3 0,0075 0,9625 0,00075
2710-2719 2 0,005 0,9675 0,0005
2720-2729 4 0,01 0,9775 0,001
2730-2739 1 0,0025 0,98 0,00025
2740-2749 6 0,015 0,995 0,0015
2750-2759 2 0,005 1 0,0005

0.007

0.006-

0,005

0.004-

relative Haeufigkeit

0,003

0,002

0,001

0 240 250 2850

2600 2650
counts

2700 270 2

Abb. 4.5: Unser Gauf3-Plot

Die Kurven stimmen im wesentlichen iiberein. Im Bereich 2600
bis 2650 counts gibt es allerdings ein paar Unregelmé&figkeiten,
die offensichtlich fiir unsere zu grofie Streuung verantwortlich
sind.

Neben all diesen Rechnungen und Plots sollten wir die Vertei-
lungsfunktion unserer Mefiwerte auf sogenanntes Wahrschein-
lichkeitspapier auftragen. Diese Zeichnung liegt der Auswer-
tung bei. Auf Wahrscheinlichkeitspapier ist die Ordinatenska-
la so verzerrt, dafl die Verteilungsfunktion einer Gaufivertei-
lung als Gerade erscheint. Der Mittelwert p ist die Abzisse des
Schnittpunkts der Geraden mit der 50%-Linie. Da die Fliche

von 4 — o bis u + o unter der GauB-Verteilung 68% betragt, ist die Abzisse des Schnittpunkts der
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Geraden mit der 16%-Linie (50% — 62—8%) der Wert p — 0. Analog ist der Wert o + o die Abzisse des
Schnittpunkts der Geraden mit der 84%-Linie.

Wie tragen wir die Verteilungsfunktion auf? Da wir nur ganze Zerfélle zéhlen, kénnen wir die Integration
der Verteilung durch Summenbildung der Haufigkeiten ersetzen. Diese Summen sind in der letzten

Tabelle mit aufgefiihrt. Unsere Auftragung ergab: u = 2594. Fiir die Streuung erhielten wir: ¢ = tgg.

Natiirlich liegen die Werte nicht ideal auf einer Geraden (das ist nach dem GauB-Plot ja auch nicht
zu erwarten). Die entscheidende Gerade haben wir graphisch angepaft. Insofern ist es klar, daf die
Ergebnisse von den errechneten ein wenig abweichen; aber natiirlich ist die Abweichung nicht zu gro8,
schliellich stammt beides aus den gleichen Mefiwerten.

4.5 Empirische Mittelwerte und Varianzen im Beispiel

Aus den 400 Meflwerten zur Gaufl-Verteilung wurden 20 Stichproben a 20 Meflwerten gebildet. Die
ersten 20 Meflwerte wurden zur ersten Stichprobe, die ndchsten 20 Mefiwerte zur zweiten, usw. Zu jeder
Stichprobe bestimmten wir nun den Mittelwert und die Streuung. Es ergab sich folgende Tabelle:

Nr. | Mittelwert M  Streuung s Nr. | Mittelwert M  Streuung s
1 2600,15 56,71 11 2601,45 65,7231
2 2583 60,5084 12 2575 75,1343
3 2573,25 66,5913 13 2584,9 48,9144
4 2584,85 69,4492 14 2566,75 67,6538
5 2605 70,2477 15 2599,95 64,2859
6 2575,6 55,1423 16 2589,7 47,8936
7 2585,45 53,7758 17 2611,1 56,0422
8 2609,8 77,4009 18 2583,9 52,6467
9 258425 41,3112 19 2594,55 71,7074

10 2583,95 70,3476 20 2583,3 61,0186

Wir wollen uns auch nochmal einen graphischen Uberblick
verschaffen und haben die Mittelwerte mit ihren Streuun-
gen in Abhéngigkeit der Stichprobennummer, also auch der
26000 | ] Versuchszeit von 4 Stunden, geplottet. Man erkennt, dafl
es einige Stichproben gibt — z.B. Nr. 6, 7, 9, 13, 16 und
18 — deren Streuungsquadrat wie erwartet ungeféhr gleich

2700.0

2650.0 -

2550.0 -

Mittelwert

25000 |- 1 dem Mittelwert ist. Hingegen haben andere Stichproben —
24500 | | z.B. Nr. 5, 8, 10, 12 — sehr grofie Streuungen, bei verhalt-

nismafig grofien oder kleinen Mittelwerten. Dies war uns
“%%0 50 100 150 20 ja schon beim Gauf-Plot aufgefallen. Innerhalb von unter-

Stichprobennumer

schiedlichen Viertelstunden sind also besonders haufig oder
Abb. 4.6: Mittelwerte der Stichproben selten Zerfélle aufgetreten. Nun, das ist Statistik, nur soll-

ten noch haufiger auch niedrigere Streuungen auftreten. Wir
wissen eigentlich nicht, warum unsere MefSwerte tendenziell zu stark streuen. Unsere einzige Vermutung
ist die einer schwankenden Hohenstrahlung (z. B. besondere Sonnenaktivitét. .. ), was wir nur iiber un-
sere Messung von 289 counts alleine aus der Hintergrundstrahlung stiitzen koénnen. Dies bietet genug
Spielraum fiir unregelméfige Schwankungen, die unserer konstanten Zerfallskonstante des Praparats
einen Strich durch die Rechnung machen kénnen.

Die Mittelwerte und Streuungen der Poissonverteilung und der Gaufiverteilung haben wir an den ent-
sprechenden Stellen berechnet. Die Theorie zu den verschiedenen Streuungsbegriffen im Experiment
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/\ - P

Abbildung 4.7: Unsere groben Skizzen der gemessenen Intervall-
Verteilungen; links oben fiir s = 1; rechts oben:
s = 2; links unten: s = 4; rechts unten: s = 16.

haben wir in Abschnitt 1.4 auf Seite 11 ausfiihrlich diskutiert. Uns bleibt an dieser Stelle, die Streuung
der Mittelwerte der Poissonverteilung und der Gaufverteilung zu berechnen:

Aus der Streuung der Poissonverteilung s = 9, 77177 erhalten wir bei 210 Messungen einen Mittelwert
mit Streuung von:

M = 85,6905+ 0,6743 .
Fiir die Gaulverteilung ohne Totzeitkorrektur ergibt sich (s = 36,331, 400 Messungen):

M =1981,8+1,82.

Und fiir die Gauflverteilung mit Totzeitkorrektur erhalten wir (s = 62,0503, 400 Messungen):

M =2588,8+31.

4.6 Intervallverteilung

Nachdem wir die Theorie der Intervallverteilung schon auf Seite 15 in Abschnitt 1.6.1 und den Ver-
suchsaufbau zur Messung derselbigen auf Seite 29 beschrieben haben, bleibt uns hier nur noch, das
Ergebnis zu présentieren. Da unser VKA diesmal kein PC mit dem Programm nucleus war, sondern
ein ilteres eigenstindiges Modell, konnten wir keine Daten mit nach Hause nehmen. Als einziges skiz-
zierten wir beim Versuch grob den ungefdhren Verlauf der Verteilung. Diese Skizzen scannten wir ein
und man kann sie in Abbildung 4.7 ,bewundern®.

Dafiir, daf unsere Skizzen nicht gerade als Vorbild fiir exakte Zeichnungen dienen kénnen, sind sie doch
eigentlich recht gut. Wenn man die Scans aus Abb. 4.7 ndmlich mit den exakten theoretischen Vertei-
lungen aus Abbildung 1.5 vergleicht, so erkennt man doch eine erstaunlich gute Ubereinstimmung. Alle
wesentlichen Merkmale der Intervallverteilungen sind qualitativ auch auf unseren Scans zu erkennen.
Wir denken, dafl wir den Versuchsteil als gelungen einstufen kénnen.
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Abbildung 4.8: Die Hypothesen fiir den x°-Test: links: Hypothese a, Mitte: Hypothese b, rechts:
Hypothese ¢

4.7 Der Chi-Quadrat-Test in Aktion

Um einige Hypothesen mit dem XQ—Test zu testen, benutzen wir die ersten 50 Messungen der Gaufiver-
teilung. Wir nehmen an, dafl die Werte im gleichen zeitlichen Abstand aufgenommen wurden, was fiir
die Interpretation der dritten Hypothese von Bedeutung ist. Wir wollen im folgenden probeweise den
xz—Test auf Werte, die nicht totzeit-korrigiert sind, anwenden; dabei miissen wir natiirlich explizit o?in
unserem Maf} (1.6) verwenden, da diese Werte nicht aus einer Poisson-Verteilung stammen. Desweiteren
wollen wir dann den XZ—Test auf die totzeitkorrigierten Werte loslassen; wir werden hier o? durch die
Hypothesen-Erwartungswerte f; ersetzen, weil die totzeitkorrigierten Werte poissonverteilt sein sollten.

Zunéchst berechnen wir die Mittelwerte und die Streuungen der Einzelmessung aus den 50 Mefiwerten.
Es ergibt sich:
M

ohne

= 1983,26 und o = 34,9325

ohne

und
M, =2591,22 und o_; =59,6388.

m

Die Hypothesen

Die Hypothesen fiihren jeweils auf eine vermutete Verteilung f(:) der MeBwerte mit ¢ = 1,..., 50,
was der fortschreitenden Zeit entspricht. Wir formulieren nun die Hypothesen nochmal in Worten,
geben die f; fiir die beiden zu betrachtenden Félle an, und plotten die Hypothesen beispielhaft fiir den
totzeitkorrigierten Fall in Abbildung 4.8:

Hypothese a: Die Praparatstirke ist konstant gleich dem Mittelwert der Mefiwerte.

Forne(i) =1983,26,  f.(i) = 2591,22 .

Hypothese b: Die Priparatstirke ist konstant gleich dem Mittelwert der MefSiwerte minus 10%.

fomne(1) = 1784,934, [ .. (i) = 2332,1.

Hypothese c: Die Praparatstirke fangt bei einer Zahlrate gleich dem Mittelwert an und fallt dann pro
Messung um 1.

Fonne(i) = 1983,26 — (i — 1), fo.,,(3) = 2591,22 — (i — 1) .
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Der Test

Wir berechnen nun die beiden Mafle. Unser plausibles Maf§ (1.6) sieht fiir den Fall ohne Totzeitkorrektur
wie folgt aus:

50 * 2
(N B fo ne(l))
X(z)hne = Z t 0_2 h -
i=1 ohne

Und fiir den totzeitkorrigierten Fall nehmen wir wie angekiindigt folgendes Ma$:

50 a2
2 _ (N; — Fmie (1))
Xt Z fa@®

Wir berechneten folgende Mafe:

X?)hne sznit
Hypothese a 49,0 67,26
Hypothese b | 1660,65 1514,28
Hypothese ¢ 76,87 79,51

Zur Interpretation dieser Werte legen wir zunéchst eine Irrtumswahrscheinlichkeit oder Signifikanz-
zahl o fest. Wenn das X2 dann auflerhalb unserer Erwartung féllt, verwerfen wir die Hypothese und
die Wahrscheinlichkeit, dafl wir die Hypothese féalschlicherweise verworfen haben, ist a. Wir wéhlen
a = 5%. Wie bestimmen wir nun ,unsere Erwartung“? Zunichst bestimmen wir den Freiheitsgrad.
Bei den totzeitkorrigierten Werten haben wir 50 unabhéngige Mefiwerte und einen abhéngigen Wert,
denn die Hypothesen sind ja aus den Meflwerten bestimmt, also Freiheitsgrad 49. Bei den Werten, die
unkorrigiert blieben, verwendeten wir noch eine zweite abhéngige Gréfie, die Varianz azhne, also haben
wir hier Freiheitsgrad 48. Wir schauen nun in der Tabelle unter der Spalte Xf_ o, und der Zeile mit
dem entsprechenden Freiheitsgrad nach. Der Wert ¢, der dort steht, gibt nun an, daf§ das Integral der
x’-Verteilung iiber das Intervall [0, c] gerade 1 — a betrigt (das Integral iiber [0, oo ist ja 1). Mit Wahr-
scheinlichkeit o liegt also unser x> oberhalb von ¢ und dann verwerfen wir die Hypothese. Apropos
yentsprechender Freiheitsgrad“: Der ” Appendix” unserer Anleitung enthilt zwar alle Freiheitsgrade bis
29, dann aber sind die Freiheitsgrade nur noch in Zehnerschritten verzeichnet. Auch im Bronstein-
Semendjajew und im [Kr] finden sich keine besseren Tabellen. Fiir einige wenige Signifikanzzahlen
sind im [Wae] alle Freiheitsgrade bis 100 tabelliert. Wir werden also diese Zahlen verwenden, soweit
verfiighar, ansonsten (beim zweiseitigen Test) werden wir zwangslaufig die Werte fiir Freiheitsgrad 50
benutzen miissen. Schéon, dal brauchbare Tabellen so leicht zu finden sind :-)

Einseitiger Test: Es ist X§,95 = 65, 2 fiir Freiheitsgrad 48 und X§,95 = 66, 3 fiir Freiheitsgrad 49. Wir
sehen also, dafl Hypothese b in beiden Féllen riesig weit neben dem Mittelwert der Verteilung liegt.
Die Hypothese ist klar zu verwerfen. Das ist wenig iiberraschend, wir konnten das ja schon am Plot 4.8
ablesen und auflerdem war es uns theoretisch schon lange klar. Aber auch die Mafle von Hypothese ¢
sind grofler als unser tabellierter x?-Wert und damit mit Irrtumswahrscheinlichkeit 5% zu verwerfen.
Und wie sieht Hypothese a aus? Im unkorrigierten Fall mit dem ¢ aus den MeBwerten liegt unser Maf
wunderprachtig (Mittelwert der Verteilung bei 48, unser Maf§ 49). Es gibt keinen Grund, in irgendeiner
Form an der Hypothese zu zweifeln. Im korrigierten Fall, ist unser Maf3 gerade iiber dem tabellierten
Wert. Wir miifiten die Hypothese gerade verwerfen. Das ist kein so schénes Ergebnis, aber wir haben
fiir die totzeitkorrigierten Mefiwerte ja eine Poissonverteilung angenommen. Wir hatten bereits frither
gesehen, dafl unsere Mefiwerte diese ideale Vorstellung nicht so gut erfiillen. Daher ist dieses zu grofie
Mafl zumindest verstandlich.

Zweiseitiger Test: Bisher haben wir mit unserem Integral {iber [0,c] nur die Seite abgedeckt, wo
unser Maf} zu grofl geworden ist. Ebenso schlecht ist es, wenn unser Mafl zu klein ist; es weicht dann
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ja ebenso stark vom Mittelwert der Xz-Verteilung ab. Wir kénnen nun also zwei Werte ¢; und c,
bestimmen, so daf8 die Flache unter der Verteilung iiber dem Intervall [0,c,] gerade § ist, {iber dem
Intervall [c,,c,] den Wert 1 —c annimmt und dann natiirlich iiber [c,, co[ wieder § betrigt. Wenn unser
MafB dann aufierhalb von [cq, ¢,] liegt, konnen wir die Hypothese wieder mit Irrtumswahrscheinlichkeit
a verwerfen. Wegen unserer Wahl o = 5% lesen wir aus den Spalten X§’025 und X§,975 die Werte fiir ¢,
bzw. ¢, ab, leider nur fiir den Freiheitsgrad 50: ¢; = 32,4 und ¢, = 71,4. Mit diesen Werten &ndern sich
die Aussagen fiir die Hypothesen b und c nicht. Bei b war das auch kaum zu erwarten; daf dies auch
bei ¢ klappt, ist erfreulich. Das unkorrigierte Maf fiir Hypothese a liegt selbstverstdndlich immer noch
ideal. Das korrigierte Maf§ derselben Hypothese wiirden wir (im Gegensatz zum einseitigen Test) beim
zweiseitigen Test nicht verwerfen kénnen. Das ist zwar schonmal recht gut, dennoch — wie gesagt —
liegt dieser Wert nicht allzu iiberzeugend.

Halbwertszeit nach Hypothese c

Wir nehmen nun speziell an, dafl die einzelnen Messungen im zeitlichen Abstand von drei Minuten erfolgt
sind; die erste Messung zum Zeitpunkt 0. Wir rechnen das folgende nur fiir den totzeitkorrigierten Fall
durch. Die Verteilung von Hypothese ¢ nimmt dann mit f(0) = 2591,22 und f(ges + 1) = f(2)
folgende Form an:

1) =10 - 180tsec =0 (1 - m .t> '
——

=a

Dies kénnen wir als erste Naherung des theoretischen exponentiellen Zerfalls
f(t)=£(0)- e

auffassen. Fiir die Halbwertszeit dieses Zerfalls, der Zeit also, in der die Halfte der Kerne zerfallen sind,
gilt somit mit dem « aus unserer Naherung:

2
= — = f(0)-180sec-In2.

e

Mit unserem f(0) eingesetzt erhalten wir somit eine Halbwertszeit

t1 = 323297, 43 sec = 89,8h .

L
2
Unser Praparat hat natiirlich eine viel groflere Halbwertszeit und unsere Messungen lagen auch nur
héchstens eine Minute auseinander, aber wir wollten an diesem Beispiel ja nur das Prinzip erkennen,
nachdem man bei geeigneten Kernen die Halbwertszeit bestimmen kann.
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