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auf die Losung partieller
Differentialgleichungen

von Uwe Miinch

0.1 Ziele und Idee

An verschiedenen partiellen Differentialgleichungen méchte ich beispielhaft zeigen, wie man die Fourier-
theorie zur Losung dieser Differentialgleichungen benutzen kann und welche Methoden man verwendet.

Eine Partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, deren Losung eine banachraumwertige
Funktion mehrerer reeller Variablen ist; also eine Gleichung zwischen einer Funktion mehrerer Variablen,
deren partiellen Ableitungen nach diesen Variablen und den Variablen selbst. Z. B. sieht eine partielle
Differentialgleichung 2. Ordnung ( Ordnung der Dgl. = hochste vorkommende Ordnung der Ableitungen)
fiir die Funktion zweier Variablen u = (z,t) allgemein so aus:

Ju Ju 0%u 0%u 0%u
F (u(:mt), 8—1:(:6715), E(x, t), @(x,t), w(:mt), %(x,t),x,o =0.

Als ,Anfangsbedingungen‘ sind zum Beispiel u(., tg), %—’t‘(., to) fiir ein festes ¢y vorgegeben.

In den Vortrégen [Ra], [Pii] und [Va] haben wir u. a. kennengelernt, daf§ unter Fouriertransforma-
tion komplexwertiger Funktionen (speziell: reellwertiger Funktionen) Differentiation in Multiplikation
iibergeht:

cn(f) =ine,(f) fiir alle n, bzw. (FOHNE) =it f ().

Wir wollen im folgenden nur solche partielle Differentialgleichungen betrachten, deren komplexwertige
(reellwertige) Losungsfunktionen von zwei Variablen abhéingen. Fourierentwickeln wir die Losungsfunk-
tionen nach einer dieser Variablen (z. B. x), so hingen die Fourierkoeffizienten meist nur noch von der
anderen Variablen t ab (z. B. bei linearen part. Dgl. ). Hiufig gehorchen die Fourierkoeffizienten also
einer gewdhnlichen Differentialgleichung, deren Losungen wir in den meisten Féllen schon kennen.

Sollten wir diese gewthnlichen Differentialgleichungen aber auch nicht 16sen kénnen, so kénnen wir
auch die Fourierkoeffizienten (die ja noch eine Funktion von ¢ sind) fourierentwickeln. Wir erhalten dann
meist fiir diese Koeflizienten algebraische Gleichungen. Diese sind im Vergleich am leichtesten losbar.
Allerdings erkaufen wir uns diese Erleichterung mit dem Problem der Riicktransformation.



0.2 Die Beweisstrategie fiir die folgenden Aussagen

Unser Vorgehen beim Beweis der folgenden Sitze wird daher so aussehen:

Wir werden annehmen, es gebe eine Losung wu(z,t) fiir die Differentialgleichung, die die im Satz
geforderten Eigenschaften erfiillt. Mit Hilfe der Fourierentwicklung untersuchen wir die ,analytischen
GesetzmiBigkeiten‘ von wu(z,t) solange, bis wir eine ,gutartige’ Gestalt fiir u(z,t) angeben kénnen.
Diese Gestalt ist eine notwendige Darstellung von u(x,t) (= Eindeutigkeit). Wenn es uns gelingt, alle
Forderungen aus dem Satz fiir diese Darstellung zu zeigen, so ist auch die Existenz gesichert.!

1 Die 1- dimensionale Wirmeleitungsgleichung

Wir interessieren uns im folgenden meist fiir Temperaturverteilungen in einem Stab oder Torus, wobei
die Temperatur innerhalb eines Querschnitts jeweils gleich sein soll.

T

In den meisten Féllen wird also eine Temperaturverteilung in den Kérpern zu einem festen Zeitpunkt
bekannt sein und das Verhalten der Temperaturverteilung zu spiiteren Zeitpunkten interessieren.?

1.1 Vom Problem zur partiellen Differentialgleichung

Um das soeben dargestellte Problem mit einem geeigneten mathematischen Modell beschreiben zu
konnen, geht man von folgenden zwei experimentellen Tatsachen aus:

AQ = m-c, AT =c¢,-p-V-AT (1)
AQ AT .

Dabei beschreibt Gleichung (1) die Tatsache, daf eine Warmeénderung (= Energieénderung) eine Tem-
peraturdnderung bewirkt in Abhéingigkeit der stoffspezifischen Konstanten ¢, (> 0, spezifische Wirme)
und p (> 0, Dichte) und der kérperabhéngigen GroBe V' ( Volumen).

Gleichung (2) beschreibt die experimentelle Erfahrung, dafl bei einer Temperaturdifferenz zwischen
zwel Orten Wirme vom wérmeren Ort zum kélteren Ort flieBt (kK > 0, negatives Vorzeichen). Dies
geschieht in Abhéngigkeit des durchflieBbaren Querschnitts A und der stoffspezifischen Konstante k
(das ist die sogenannte Wirmeleitzahl bzw. der Wirmeleitkoeffizient).

Durch Gleichsetzen dieser Gleichungen, Bilden von Grenziibergingen, usw. erhélt man als partielle
Differentialgleichung die sogenannte Wirmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung:

oT 0T

—_— = ——

ot Ox?

(Diffusionskonstante).

mit ¢ > 0, (3)

k
Cu P

wobel ¢ :=

1Solch eine Beweisstrategie wurde zum Beispiel auch in 11.4, [Ana] (Trennung der Variablen) benutzt.
2Da Temperaturen reell sind, sind alle Funktionen in diesem Abschnitt 1 reellwertig.



1.2 Losungen der Diffusionsgleichung
1.2.1 Torus der Linge 27

Theorem: Voraussetzung: Vorgegeben sei eine stetige, 2r—periodische Funktion f auf IR (Tempe-
raturverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0).

Behauptung: Dann existiert eine eindeutig festgelegte Funktion T'(x,t) fur ¢ > 0, z € IR,
die folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) T(J; t) ist 27— periodisch in z fijr alle t > 0.
(ii) und aT
(iii) T(x,t) erfillt die Warmeglelchung (3 )

) T(x,t) konvergiert fiir ¢t — 0+ gleichmiiflig gegen f:

existieren und sind stetig fiir (z,t) € IR x IR, .
(iv
Jim (|7 = flloo = Jim [max|T(z,t) = f(2)]| = 0.

Darstellungen: T'(z,t) ldfit sich darstellen als

2 00
T(z,t) = % / lZ e_cnztem(”_y)} fy)dy =pi* f (4)
) 4

mit
1 (o] 2t )
o— —Ccn mnmax
pe(x) == o Eooe e,

Dies 1afit sich weiter umformen zu dem handlicheren Ausdruck:

T(x,1) = V% / e [ +y) dy (5)

Fiir den Beweis benstigen wir folgendes

Lemma: Sei f aus L'(IR) und stetig differenzierbar, so daB Y>> f/(z + 27n) gleichm#Big auf [0, 27|
konvergiert. Weiterhin konvergiere auch die Reihe Y™ f (xg+27n) fiir mind. ein g € [0, 27].
Dann konvergiert auch Y~ f(x + 27n) gleichméBig “aut ganz [0, 27| und?® :

Zfl'+277n \/_Zf/\ 7.nm

1.2.2 Gerade und ungerade Funktionen

Wenn [ ungerade ist, so gilt dasselbe fiir die x—Abhéngigkeit von T'(x,t) (vgl. Gleichung (5)). Weil
daher T'(x,t) als Sinus—Reihe darstellbar ist, folgt weiter: T'(0,¢) = T'(w,t) = 0 fiir alle ¢t > 0.

Analog: Wenn f gerade ist, so gilt dasselbe fiir die z—Abhingigkeit von T'(z,t) (vgl. Gleichung
(5)). Deshalb ist ‘gT ungerade. Daher gilt: aT —(0,t) = aT —(m,t) = 0 fiir alle £ > 0; das bedeutet: kein
Wiarmeflufl durch z = 0 bzw. = 7.

Wir interessieren uns fiir die Umkehrungen:

3Aus dieser Formel 18t sich auch leicht die Poisson—-Summenformel Z f(bn) = ‘/E_ﬂ Ziooo A (QT”TL) mit einem

b > 0 beweisen.



Aussage: Falls ein zg existiert, so dafi T'(xg,t)

= 0 fur alle ¢ > 0, dann ist f(x — x9) ungerade
(insbesondere folgt also auch: T'(xg + 7, t) =

0 fiir alle ¢ > 0).

Aussage: Falls ein z( existiert, so dafl g—:(xo,t) = 0 fiir alle t > 0, dann ist f(z — xo) gerade (insbe-
sondere folgt also auch: ‘g—z(xo +m,t) =0 fiir alle ¢t > 0).

1.2.3 Stibe endlicher Linge

Satz 1: Stab mit gleichen Randtemperaturen TRand L.
Voraussetzung: Die Funktion f sei aus C°([0, 7]) mit f(0) = f(7) = 0.

Behauptung: Dann existiert eine eindeutig festgelegte Funktion T'(z,t) fiir ¢t > 0, € [0, 7],
die folgende Eigenschaften erfiillt:
(i) Die partiellen Ableitungen gg und %—f existieren und sind stetig fiir alle z € [0, 7] und
t>0.
(ii) T'(z,t) erfiillt die Wiarmegleichung (3).
(iii) 7(0,¢) = T(m,t) = 0 fiir alle ¢ > 0.
(iv) T'(z,t) konvergiert fiir t — 0+ gleichméBig gegen f:

Jn 1T = flloe = i, [ma [T 1) = S(a)] =0

Satz 2: Stab mit isolierten Rdandern:

Voraussetzung: Die Funktion f sei aus C°([0, 7]), es gelte: (?9—3;(07 t) = g—g(w, t) = 0 fiir alle t > 0.

Behauptung: Dann gilt die Behauptung aus Satz 1 mit Ausnahme von (iii).

Satz 3: Stab mit fester Randtemperatur TRang L0 an einem Ende, das andere Ende isoliert:

Voraussetzung: Die Funktion f sei aus C°([0, 5]) mit f(0) = 0, (daher gilt auch: T(0,¢) = 0
fiir alle ¢ > 0); fordere weiter: 22 (Z,¢) = 0 fiir alle ¢t > 0. (Oder: Die Voraussetzungen mit 0
und 7 vertauscht.)

Behauptung: Dann gilt die Behauptung aus Satz 1 mit Ausnahme von (iii) fiir 2 € [0, ].

Der Beweis zu Satz 1 lduft iiber Erweitern der Funktionen zu ungeraden, 2m—periodischen Funk-
tionen. (Satz 2 analog mit geraden Funktionen). Die Darstellung von T'(z,t) aus Satz 1 ist daher die
Sinus—Reihe der Gleichung (4), die von T'(z,t) aus Satz 2 ist die Kosinus—Reihe von (4) (vgl. [Ra]: 3.2).

Der Beweis zu Satz 3 lduft iiber Erweitern der Funktionen zu ungeraden Funktionen iiber [-7, 7],
diese werden zu geraden Funktionen bzgl. 3 bzw. —F erweitert und letztlich dann zu 27—periodischen

Funktionen ergéinzt. Die Darstellung von T'(z,t) sieht dann so aus:

T(x,t) = % Z emen’t /f(y) sin(ny) dy | sin(nz)
0



1.2.4 Periodizitit in der Zeit

Satz: Voraussetzung: Sei f(t) eine stetige, ungerade, 2r—periodische Funktion der Zeit ¢t. Weiterhin
existiere ein M, so dafl |T'(x,t)| < M fiir alle ¢ und = > 0.

Behauptung: Dann gilt die Behauptung aus dem Theorem 1.2.1 mutatis mutandis (man ver-
tausche z und ¢ auflerhalb der Funktion und den Ableitungen).

Darstellung: T'(z,t) hat nun die Gestalt (¢ :=sgn(n) = I%I’ frn = Cny fn = by, nach [Ra]: 3.1):

T(z,t) = ane_ Vit gilnt—ey/5le) Z fvne_\/gx sin (nt — v/3:2) (6)
—00 n=1

1.2.5 Bemerkung: Unendlich langer Stab
Satz: Voraussetzung: Sei f € L!(IR).

Behauptung: Dann existiert eine eindeutig festgelegte Funktion T'(z, t) fiir ¢ > 0, x € IR, die folgende Eigenschaf-

ten erfiillt*:
2
(i) Die partiellen Ableitungen 2= und %—7; existieren fiir jedes (z,1t).

ox
T(z,t) erfiillt die Warmegleichung (3) mit ‘2275 stetig in x fiir alle ¢.

)
(iii) Fir alle ¢ sind T und 227721 aus L(R).
) T erfiillt

(E)T)A AT
ot) ot
(v) T(w,t) konvergiert fiir t — 0+ gegen f bzgl. ||.||1:

lim ||T — f|l = 0.
t—0+

2 Die 1-dimensionale Wellengleichung

Wir interessieren uns im folgenden fiir die Schwingungen einer eingespannten Saite, die folgende Bedin-
gungen erfiillt (Auslenkung u(x,t), Linge L):
Ju
u<LL, — K1
ox

Diese Bedingungen werden von realen Geigensaiten, etc. in der Regel erfiillt.

In den meisten Féllen wird also eine Auslenkung u(.,tp) zu einem festen Zeitpunkt ¢, und eine
Geschwindigkeit %(.,to) bekannt sein und das Verhalten der Auslenkung zu spéteren Zeitpunkten
interessieren.’

2.1 Vom Problem zur partiellen Differentialgleichung

Um wiederum das soeben dargestellte Problem mit einem geeigneten mathematischen Modell beschrei-
ben zu konnen, gehen wir diesmal von der Grundgleichung der Mechanik aus:

0%u

e (7)

F=m-a=p-V-a, a=

4In den Beweis geht noch folgende Aussage ein:
Aussage: Sei f € LY(R), g € C& (C: kompakter Tréiger). Dann f g € C" und D™ (f xg) = f* D™g.

5Auch im 2. Abschnitt sind alle Funktionen reellwertig, da 1-dim. Auslenkungen und deren Geschwindigkeiten reell sind.



u Als zweite Gleichung, die aus nebenstehender Zeich-
nung ersichtlich ist, benutzen wir (bei festem Fp):

Fy(z) = Fo - sin(¢(x)) (®)

Mittels geeigneten Naherungen, etc. erhélt man als parti-
elle Differentialgleichung die sogenannte Wellengleichung:

2 2
Ou _ 5 O7u (9)

g; o2 Ox?

mit ¢ = 5—?4, wobei ¢ die Bedeutung einer Geschwindigkeit hat.

Bemerkung: Freie elektromagnetische Wellen (Licht, Radiowellen) und Longitudinalwellen in Gasen oder Festkorpern
(Schall!) erfiillen die Wellengleichung exakt und bendtigen keine Nidherungen wie die schwingende Saite.
(Fiir die freie elektromagnetische Welle folgt dies aus den Maxwell’schen Gleichungen, bei den Longitu-
dinalwellen folgt dies mittels Kompressionsmodul (Gase) bzw. Elastizitdtsmodul (Festkorper) aus dem
Hooke’schen Gesetz).

2.2 Lo6sungen der Wellengleichung

2.2.1 Theorem

Voraussetzungen: Die Endpunkte der Saite liegen bei = 0 und « = 7 (also Linge der Saite gleich

7). Die Auslenkung u(.,0) und die Geschwindigkeit %1;(.,0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 seien als

Funktionen f € C?([0,7]) und g € C'([0,7]) vorgegeben, wobei f(0) = f(7) = g(0) = g(7) =0
gelten soll.

Behauptung: Dann existiert eine reellwertige Funktion u(z,t) fir ¢ > 0, 0 < z < 7, so daf:

(i) u

u

t) € C%([0, 7).

,t) erfiillt die Wellengleichung (9).

,t) =wu(m,t) =0 fir alle ¢ > 0.

,t) — f(x), gleichméBig fir ¢ — 0+.

)

(
(
(
(

T
T
0
T

e

%—’;(x, t) — g(x), gleichmifig fiir ¢ — 0+.

—~
—
=
= :
- = L Z
I

Darstellung: u(z,t) hat die Gestalt

x+ct
u(et) = 5 fa+et) + fa -]+ oo [ o) dy (10)

2.2.2 Bemerkung

Die notwendige Gestalt (10) erhiilt man bereits unter den Voraussetzungen: f € C°([0,7]) und die
Fourier—Reihe von f konvergiere fiir alle x gegen f(x). Diese Bedingungen erfiillen z. B. stetige Funk-
tionen, die von beschréankter Variation sind, bzw. lipschitz—stetige Funktionen. (vgl. [Pii]).

Allerdings sind die u(x,t) unter diesen Voraussetzungen im allg. keine Losung der Wellengleichung,
da dafiir die u(zx,t) nicht hinreichend oft differenzierbar sind.



2.2.3 Satz

Die Lénge einer Saite sei 7, ihre Masse sei m. Dann gilt:

0/(8“) dr + ¢ O]( >2dx_j[c2-(f’)2+g2] dx

Die rechte Seite ist von der Zeit ¢ unabhéingig und ist die Gesamtenergie der Saite (bis auf den Faktor
3% ), da die Terme auf der linken Seite die kinetische bzw. die potentielle Energie der Saite sind (ebenfalls

bis auf den Faktor 3-;

zur potentiellen Energie: beachte ch = pi‘{ 7 -m = Fp).

3 Weitere Beispiele

Natiirlich gibt es noch zahlreiche andere partielle Differentialgleichungen, die man mit obiger Methode
16sen kann.

3.1 Storungsrechnung

Zunéchst lege ich hier ein Ergebnis aus [Zi] dar. Die einzelnen physikalischen Uberlegungen sind sehr
kompliziert; daher folgt hier nur eine Skizze dariiber.

3.1.1 Parametrische Resonanz oder: Die Kinderschaukel

Reale Pendel schwingen geddmpft, d. h. ihre Schwingungsauslen-
kung wird (bei einmaliger Auslenkung oder Anregung) zeitlich gegen
eine stabile Ruhelage konvergieren. Wenn man also eine Schaukel ein-
mal von auflen anstéft, so hingt sie irgendwann einfach wieder herun-
ter.

Falls ein Pendel mit kleinen Auslenkungen schwingt, so kann man
es durch periodische Anderung eines Parameters dennoch zu groBen
Schwingungen anregen. Auf einer Schaukel verdndert man z. B. die La-
ge seines Schwerpunktes geringfﬁgig, wenn man schaukelt; dies bewirkt
wegen w = \/_ (9 = 9,812, I: Lénge Aufhidngepunkt — Schwer-
punkt) eine kleine periodische Schwankung der Schaukelfrequenz w.

Man sieht also: Eine nur sehr geringe Stérung eines Parameters kann grofie Auswirkungen haben.

3.1.2 Kann die Erde von der Sonne wegfliegen?

Im allg. betrachtet man nur das System Erde — Sonne, wenn man die Bewegung der Erde um die Sonne
untersucht. Dennoch wird die Erde auch von den anderen Planeten angezogen und somit periodisch
gestort. Kann die Erde also (wie die Schaukel) ihre Ruhelage, die Erdumlaufbahn, verlassen?

Als Antwort erhélt man: Wenn man die folgende Dgl. fiir S(¢,t) (reellwertig) 16sen kann, weil man
sicher, daf} die Erde in ihrer Umlaufbahn verbleibt:

S oS



mit H € ! reellwertig, H(¢,t) = H(¢,t+ 25) und [,5 ( R d¢) dt = 0 () (H beschreibt die

2ﬁ”fpelriodische Stoérung.), w: Frequenz des Erdumlaufs um die Sonne, ¢: Zeit, ¢: Winkel.

Um die Dgl. zu lésen, fourierentwickeln wir S und H bzgl. ¢ und ¢; wegen (x) ist hoo = O:

H(¢’ t) = Z hmynei(mqﬁ—i-nﬂ)’ S(¢a t) = Z Sm,nei(m¢+n9)
(m,n)€Z\(0,0) (mn)eZ
Fir die Fourierkoeffizienten gilt dann die algebraische Gleichung (iwm + in) s, , = —hp, . Mittels

dieser Gleichung lassen sich genau dann die s, , definieren, wenn w und Q nicht kommensurabel sind
(d. h. § & @, s0,0 definiere als Null oder eine andere beliebige Konstante). Das bedeutet im allg. noch
nicht, dal die Reihe fiir S auch konvergiert; falls sie es nicht tut, kann man mit anderen Mitteln zeigen,
daf} die Erde dennoch in ihrer Umlaufbahn verbleibt.

Falls aber & € @, so existieren (m,n), so dal mw + nQ = 0, also existiert s,,, nicht. Dann 148t
sich zeigen, daf} im allg. die Erde ihre Umlaufbahn chaotisch verlaft.

Kommensurabilitéit ist aber die Ausnahme, da die rationalen Zahlen eine A-Nullmenge bilden. Sollte
die Erde eines Tages dennoch im Weltall verschwinden, so war dies ein ,,Spezialfall“ .

3.2 Die 1-dimensionale Schrédingergleichung

Ein weiteres wichtiges Beipiel zur Anwendung der Fouriertheorie ist die Schrddingergleichung. Diese
bekannte Differentialgleichung ist grundlegend fiir die Quantenmechanik. Sie lautet:

n? 9?
- 2m 0a?

., 0
ih (1) = +V(@)| () (1)

Dabei ist A = % = 1,0546 - 10734J - sec das sogenannte Planck’sche Wirkungsquantum, m die Masse

des zu beschreibenden Teilchens und V' eine reellwertige Funktion, das sogenannte Potential.

Die komplexwertigen Losungen ¢ (z, t) sind sogenannte Wahrscheinlichkeitsamplituden. Physikalisch
treten sie nur als |(x,t)|?dz in Erscheinung. Dieses Betragsquadrat beschreibt die Wahrscheinlichkeit,
das Teilchen der Masse m im Intervall [z, x + dx] zum Zeitpunkt ¢ anzutreffen.
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